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PRÓLOGO 


Modermamente la Lógica se ha convertido en una materia no sólo profunda, 
sino de gran amplitud y aplicación a otras Ciencias. Sólo desde hace algunos 
años se han establecido relaciones sistemáticas entre la Lógica y la Matemá- 
ica, formulándose una teoría de inferencia completamente explicita que se 
adecua a todos los ejemplos típicos del razonamiento deductivo en Mae: 
máticas y a las Ciencias emplricas. En la mente de todos los matemáticos 
modernos está el concepto de axioma y la deducción de icoremas a partir 
de axiomas, El propósito de ese libro es introducir al estudiante en el mé- 
odo deductivo de le Matemática moderna, a un nivel que, aun siendo 
riguroso, ten lo suficientemente sencillo en presentación y contexto, para que 
permita una fácil comprensión. 

No se puede poner en duda la importancia en la Matemática moderna, 
de la teoría de la demostración y de la metodología en la deducción de 1eo 
remas a partir de axiomas. Sin embargo, el desarollo de la destreza en los 
razonamientos deductivos, ha sido considerado como de interés secundario en 
los planes de enseñanza de espeilizaión matemática, El pumo de vista 
representado en este libro es el de que una enseñanza de lógica matemática 
bien meditada y planeada, al principio de la carrera del estudiame le pro: 
porcionará una base para estudios de Matemáticas más profundos y pe- 
etrantes. 

El objetivo del presente volumen comprende la teoría proposicional de 
inferencia, inferencia con cuantificadores universales, y aplicaciones de la 
icoría de la inferencia al desarrollo de la teoría elemental de grupos con: 
mutativos, o la teoría de la adición, que es como se hu desarrollado en el 
texto. Debido a las complejidades que introducen los cuaníficadores xie. 
tenciales se ha dejado su consideración para el volumen siguiente, Segundo 
curso de Lógica matemática. Se puede observar que la restricción a los cuan 
tificadores universales que se presentan al principio de fórmulas m0 es tun 
severa como pudiera parecer. La mayor parte de las teorías matemáticas 
elementales con las que se puede encontrar el estudiante pueden formularse 
dentro de esta armazón. Esa resrcción proporcion al estudiante una opor: 
unidad para aprender cómo se hacen demostraciones matemáticas rigurosas 
y no triviales, sin adentrarse en las sutilezas que envuelven Jos cuantificadores 
existenciales. Se ha insistido también mucho a Jo largo del libro en la im 
portancia del problema de traducir 4 símbolos lógicos O matemáticos pro: 
Posiciones enunciadas en lenguaje corriente 

El presente libro es la cuarta versión de un conjunto de notas desarro- 
Hadas en 1960.61 para ser utilizadas en una clase experimental de alumnos 


v 
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seleccionados de uns escuela elemental. La segunda versión del texto se 
utilizó en once clases de estudiantes seleccionados de la escuela elemental 
en 1961-62. La tercera versión se utiliza experimentalmente en 196263 con 
diez class de estudiames seleccionados de la escuela elemental y 200 estu- 
diames del «College» en un proyecto patrocinado conjuntamente por el 
Office of Education y la National Science Foundation. La edición del libro 
fue subvencionada por la Carnegie Corporation de Nueva York, 

Se ha intentado escribir el libro de manera que lo puedan utilizar 
los estudiantes con un margen de cdad y habilidad muy amplio. La Lógica, 
afortunadamente, es una de las materias que no requiere gran base 0 expe 
riencia para poder llegar a un buen adiestramiento. Por esta razón, un libro 
de este tipo particular puede ser uilizado por una gran variedad de estu- 
lates. La experiencia con las versiones citadas indica que el material que 
contiene es razonablemente satisfactorio para los estudiantes. selecionados 
de Segunda enseñanza y, por otra parte, no demasiado elemental para que 
ho pueda ser utilizado por alumnos de primer curso de la Universidad. 
Creemos que este libro será tl a una gran diversidad de alumnos de Ense- 
ariza media y a las cases de Matemáticas de Selectivo de la Facultad. Está 
en preparación el Segundo curso de Lógica matemática para aquellas clases 
que dispongan de tiempo para una exposición más amplia de esta mu 

Agradecemos a Mrs, Madeline Anderson su trabajo paciente y compe- 
ente de mecanografia el manuscrito. Manifestamos nuestro mayor recono: 
cimiento a Me, Frederick Binford por sus: valiosas sugerencias. y crítica», 
quien se ha hecho también responsable de preparar la detallada Edición 
para el muestro. Mr. Richard Fricdberg hiso muchos comentarios y crticas 
muy útiles al último borrador de manuscrito. 


Parmack Surees 
Summer Hitz, 

Universidad de Stanford 

Stanford, California 
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CAPITULO 1 


SIMBOLIZACIÓN DE PROPOSICIO- 
NES 


e 11 Proposiciones 


Con el estudio de la Lógica se persigue llegar a ser preciso y cuidadoso. 
La Lógica tiene un lenguaje exacto. Pero aunque así sea, vamos a intentar 
construir un vocabulario para este lenguaje preciso utilizando el lenguaje 
uotidiano algunas veces un tanto confuso. Es necesario redactar un conjunto 
de reglas que sean perfectamente claras y definidas y que estén libres de 
vaguedades que pueden hullarse en muestro lenguaje corriemte. Para realizar 
este trabajo se utilizarán proposiciones en lengua castellana, de la misma 
manera que se usa la lengua castellana para explicar las reglas precisas de 
un juego a alguien que no ha jugado a ese juego. Por supuesto, la lópica 
es algo más que un juego. Puede ayudaros a aprender una forma de razonar 
que es exacta y a la vez muy útil. 

Para empezar, consideremos las proposiciones en lengua castellana, Cada 
proposición tene una foma lógica a la que se le dará un nombre. En 
primer lugar, se consideran y simbolizan dos clases de proposiciones. en 
Lógica; unas se denominan proposiciones arómicas y oXras proposiciones 
moleculares. 

En este sigo de la Ciencia se utiliza la palabra atómico muchas veces. 
Efectivamente, el significado de esta palabra en el lenguaje de la 
análogo a su significado original en las Ciencias fsicas. En Lágica, atómicas 
son las proposiciones de forma más simple (o más básicas). Sí e juntan una 
+ varias proposiciones atómicas con un rérmino de enlace, e tiene una pro- 
posición molecalar. Una proposición atómica es una proposición completa in 
términos de enlace, Se utilizan términos de enlace para formar proposiciones 
moleculares a partir de proposiciones atómicas. 

Por cjemplo, considérense dos proposiciones atómicas, 


Hoy es sábado. 
No hay clase. 


a 1 
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“Ambas proposiciones son atómicas. Mediante un vémino de enlace se pueden 
unir y se tendrá una proposición molecular. Por ejemplo, se puede decir 


Hoy es sábado y no hay clase 


Esta proposición molecular se ha construido con dos proposiciones atómicas 
y el término de enlace «y». Cuando analizamos una proposición molecular 
lu descomponemos en las más pequeñas proposiciones atómicas completas. 
En el ejemplo anterior se puede descomponer la proposición molecular en 
dos proposiciones atómicas. El término de enlace «y» no forma parte de nin 
guna de las proposiciones atómicas. Se ha añadido a las proposiciones atómi 
cas para construir una proposición molecular. 


e 12 Términos de enlace 


Los palabras de enlace, por cortas que scan, no deben subestimarse, pues son 
de gran importancia. Tamto cs así, que se estudiarán algunas roglas muy 
precisas para el uso de esta clase de sérminos. Gran parte de lo que se 
tratará en el estudio de la Lógica se refiere a la manera cuidadosa de cómo 
se han de uuilizar estos términos de enlace. El término de chlace en la pro. 
posición del ejemplo «Hoy es sábado y no hay clasce cs la palabra «yn. 
Hay otwos, pero ames de considerar cada uno de elos separadamente, les 
daremos el ombre lógico correcto. Se les denominará sérminos de enlace 
de proposiciones. Este nombre será fácil de recordar, porque indica efect 
vamente cuál es el papel que desempeñan. Enlazan proposiciones. Forman 
proposiciones moleculares a parir de proposiciones atómicas 

Lox términos de enlace que se utilizarán en este <apítolo son las pala 
bras ay», s0w, «no», y «si... entonces». En la gramática castellana se les da 
a veces oros nombres, pero en Lógica los denominaremos, como ya hemos 
indicado, términos de enlace de proposiciones o simplemente lérminos de 
enlace, Recuérdese que al añadir un término de enlace a una o dos propo- 
siciones atómicas e ha formado una proposición molecular, Los 1es sérminos 
de enlace considerados, «y», +0», asi... entonces», se usan para enlazar dos 
proposiciones atómicas, pero el otro se agrega a una sola proposición atómica 
para formar una molecular, Este término de enlace es la palabra «no». Se 
puede decir que el término de enlace «no» ceda vez acts sobre una sola 
proposición atómica y que los otros términos de enlace actúan sobre dos pro: 
posiciones atómicas a la vez. Recuérdese que el sérmino de enlace «no», es 
el único que no conecta realmente dos proposiciones. Cuando a una sola 
proposición se le agrega «no» se forma una proposición molecular. 

Se dan a continuación algunos ejemplos de proposiciones moleculares 
que utilizan los términos de enlace considerados. 
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La proposición 


La luna no está hecha de queso verde 


luna está hecha de queso verdes. 
Un ejemplo de una proposición en la que sé utiliza el término de en- 
lace «o» es 


El viento arrastrará las nubes o loverá hoy con seguridad. 
El término de enlace «o» actús sobre dor proposiciones atómicas. Son «El 
viento arrastrará las mubes» y «Lloverá hoy con seguridad». 

La proposición molecular: 


Si estamos en diciembre entonces llegará pronto Navidad 


ilustra sobre el uso del sérmino de enlace «si... emonces», que también 
actúa sobre dos proposiciones atómicas. ¿Cuáles son? 

Ya se ha dado un ejemplo de proposición que utiliza el término de 
enlace «yo. Ora es: 


El terreno es muy rico y hay suficiente lluvia 


¿Cuáles son las dos proposiciones atómicas contenidas en esta proposición 
molecular?? 

Los ejercicios que se ponen a continuación oftecen una oportunidad 
para comprobar la habilidad del lector para reconocer proposiciones atómicas, 
proposiciones moleculares y términos de enlace. Recuérdese que cada propo- 
sición que contiene un término de enlace es molecular. 


Ejercicio 1 


A. — Señalar cada proposición atómica con una A y cada proposición mole. 
cular con una M. Escribir junto a cada proposición molecular el término de 
enlace utilizado. 


1. La comida será hoy a las tres en punto. 
2. El gran 00 negro andaba perezosamente por el camino de abajo 
3. La música es muy suzve o la puerta está cerrada. 

4. A este perro grande le gusta cazar gatos. 
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3. Él pregunta por su pipa y pregunta por su escudill, 

6. Luis es un buen jugador o es muy afortunado 

7. Si Luis es un buen jugador, emonces participará en cl partido del 
colegio. 

a: Callomi eá al cue de Nevada y Nevada al cene de Utb. 

9. Muchos estudiantes estudian Lógica en el primer año de carrera, 

10, Los gatitos no acostumbran a llevar mitones. 

11. Sk los garitos llevan mitos, entonces los gatos pueden levar som 
breros. 

12, Se puede encontrar a Juana en casa de Susana. 

13. A las focas no les crece el pelo. 

14, Si María canta, entonces es feliz. 

13. Los alumnos mayores no están ea lalsa antes que los jóvenes. 

16. La asignatura preferida de Jaime es Matemáticas. 

17. Si aquellas nubes se mueven en esa dirección, entonces tendremos 
Mováa, 

Silos descos fueran caballos, entonces Jos mendigos cabalarín. 

. Esta proposición es atómica o es molecular, 

. El sol calentaba y el agua estaba muy agradable. 

Si 0 entonces Ayo 

2 x4y>2 

Debo ptm, 

My y 


B,. Formar cuatro proposiciones moleculares utilizando wma o dos de las 
proposiciones escritas a continuación fumo con un término de enlace, Por 
ejemplo, se puede poner el término de enlace «y» entre dos de ellas y 
también se puede utilizar la misma proposición atómica más de una vez 
Vlilicese cada uno de los cuatro términos de enlace una sole vez, de manera 
que cada una de las proposiciones moleculares tenga distinto término. de 
enlace 


- El viento sopla muy fuente. 
. Pablo. podría ganar fácilmente. 
La lluvia puede ser la causa de que abandone la cartera. 


7. Estábamos confundidos respecto a la hora de la junta. 


€.  Dexir cuáles son los términos de enlace en las proposiciones siguientes 
Decir cuántas proposiciones atómicas se encuentran en cada proposición mole- 
cular, Resuérdese que «si, entonces» es un solo término de enace 
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1. Este mo es mi día feliz 

2. Ha llegado el invierno y los días son más cortos. 

3, Muchos gérmenes no son bacterias 

4, Los anfibios se encuentran en el agua Íresa o se encuentran en la 
tierra cerca de sitios húmedos. 

5. Si hay fallas en las grandes mases rocosas, emtonces es posible que 
ocurran terremotos. 

6. Ente número es mayor que dos o es igual a dos. 

7. Si es un número positivo entonces es mayor que cero. 

8. Este chico es mi hermano y yo soy su hermana, 

3, Mi puntuación es alta o recibiré una calificación baja 

10. Si usted se de prisz entonces llegará a tiempo. 

11. SÍ x>Dentonces y=2, 

12. Si $ y =Zemonces 920. 

1. x=00 y=l. 

14. Si x= 1 2=2 entonces y>1 

13. Siz>10 emonces x+:>10 y y+2>10, 

16, etp=y a, 


D.. Escribir primero cinco proposiciones atómicas y formar. después cinco 
proposiciones moleculares. 


9 1,3. La forma de las proposiciones moleculares 


Las reglas para el uso de los términos de enlace son las mismas, culos 
quiera que sean las proposiciones atómicas que enlazan o en as que se han 
utilizado. En uno de Jos ejercicios anteriores se vio que era posible elegir 
una 0 dos proposiciones atómicas cualesquiera de un grupo y combinarlas 
con un término de enlace. La Jorma de las proposiciones moleculares cons- 
truidas depende del término de enlace seguido, no del contenido de la pro: 
posición o proposiciones atómicas. Es decir, si en una proposición molecular 
se sustituyen las proposiciones atómicas por otras proposiciones atómicas 
cualesquiera, la forma de la proposición molecular se conserva. La. misma 
manera de escribir el término de enlace «si. entonces,» lo indica, Los 
puntos suspensivos después de «si» y los puntos suspensivos después de 
«entonces» ocupan el lugar de las proposiciones. Para formar proposiciones 
moleculares utilizando ese término de enlace basta simplemente sustituir 
los puntos suspensivos por proposiciones atómicas cualerguira. 
Podemos darnos cuenta fácilmente de la forma de uns proposición 
molecalar, no escribiendo las proposiciones atómicas de que consta y sólo 
indicando el lugar que ocupan. Se puede representar la forma de una pro: 
posición molecular utilizando el término de enlace «y» de la manera sh 
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guiente 


0 bien 
( 1) ) 


Se pueden sustiur los espacios por cualquier proposición y la forma es la 
misma, Por ejemplo, eligiendo las proposiciones «Es rojo» y «Es azul» y 
ponióndolas en los espacios señalados, se tiene la proposición molecular 
«Es tojo y es azul». Se podrian haber cscogido otras dos proposiciones ató- 
micas y formar, por ejemplo, la proposición «Yo soy alo y l es bajo». La 
forma permanece la misma. Se tata de una proposición molcalar enla que 
se utiliza el rérmino de enlsce «yo. Otra manera de poner de manifiesto 
la forma es encertar entre paréntesis las proposiciones atómicas, cuando se 
ha escrito la proposición molecular como en los ejemplos siguientes; 


(Es rojo) y (es azul). 
(Llueve) y (Pedro se ha mojado). 


Hemos dicho que se pueden llenar los espacios con proposiciones cuales 
quiera, incluso sin limitarmos a proposiciones atómicas, Se pueden también 
vtliar proposiciones moleculares y la formo es la misma. Por ejemplo, se 
puede llenar el primer espacio con la proposición molecular aJuan no está 
aquí», y el segundo espacio con la proposición molecular «Andrés mo está 
qui». La proposición será entonces 


Juao mo está aquí y Andrés mo está aquí. 


De nuevo, la forma es la misma, El término de enlace «y» enlaza dos pro- 
Posiciones, pero en este caso son proposiciones moleculares. 
También se podeia ulizar una proposición molecular y una proposición 
atómica, como en: 
Juan no está aquí y Luis está aquí. 


Lo importante es que cualesquiera que sean las proposiciones con las que se 
llenen los espacios, la forma es la de una proposición molecular con el 
término de enlace aya. 

Todo lo dicho es aplicable a los oros términos de cnlae. Podemos 
poner de manifiesto la forma de oros tipos de proposiciones moleculares de 
la manera siguiente: 

A dee xi 
51) mes. 


Se pueden lenar los espacios con proposiciones cualesquiera, atómicas o mo- 


SIMBOLIZACIÓN DE PROPOSICIONES 7 


leculares. A continuación se dan ejemplos, en algunos de los cuales se-usan 
paréntesis para mayor claridad. 


María está aquí o Elena está cn casa. 
uan está en la ciudad) o (María no está en caso) 
Si 24+3=x emonces x=5. 

+1=4) emonces(r=3). 

Si (José no es ini) entonces (Juan es fiel). 


Algunas veces, en castellano se utiliza una sola palabra para un término de 
enlace particular, pero otras veces se usan dos o más. Por ejemplo, se puede 
utilizar la única palabra «o» como término de enlace como en; 


Es muy pesado o €s hueco, 


o se puede escribir la misma frase añadiendo la palabra «o» al principio 
como una parte del término de enlace: 


O es muy pesado o es hueco, 


Las dos palabras «os son partes del mismo término de enlace, En las pro- 
posiciones en castellano algunas veces se utiliza «os-«0» y otras sólo s00. 
Cuando se hable del término de enlace «o» se sobrcemenderá que puede 
incluir también wna «O» inicial, sí e desen utilizar, La forma pata el término 
de enlace «o» puede se, por tamo: 


AS 
Los ejemplos que siguen son de est forma: 
O Juan está aquí o no Mueve, 
O (María no está aquí) o (Susana no está quí) 
O xty=6 y y=2,0:=0. 
Olxty=7 y 392) 0 (250): 


En algunos casos, al utilizar el término de enlace «y» pueden incluirse las 
palabras «A la vez». Por ejemplo, se puede decir 


A la vez llueve y sale el sol. 
Las palabris «a la vez» e «ya son partes de un mismo término de enlace 


En general sólo se uiliza «yo, pero ocasionalmente también «a la vez». 
Siempre nos refericemos al término de enlace «y», pero podrá presentarse 


$ PRIMER CURSO DE LÓGICA MATEMÁTICA 


+0 la formas 
Alvel dy» 
Por ejemplo, 
Ala va (250) y (0170). 
Ala vez xy y yo, 


En muchos casos en que se utiliza el término de enlace «si.., entonces... 50 
incluyen ambas palabras, sin embargo, frecuentemente nos Encontramos que 
se suprime la palabra «entonces». Por ejemplo: 

Si es Felipe, es lento, 


Proposiciones de esta clase están formadas por el término de enlace «si, 
entonces,.» y son de la forma: 


sc to» 


Ejemplos de: esta forma son: 


Si(x+y=7 y x=6), (y=1) 
Si María quiere a Juan, Jusn quiere a María. 


La palabra «no», en castellano, se encuentra muy frecuentemente dentro de 
las proposiciones atómicas. Por este motivo es fácil olvidarla. Pero una pro: 
posición tal como: 

La lógica no es difícil, 


«es una proposición molecular puesto que contiene el «no». Es posible escribir 
este término de enlace wrlizando la frase «no ocurre ques. La proposición 
se lería entonces: 


¡No ocurre que la lógica sea difícil. 


Entonces es posible presentar la forma de una proposición molecular sii 
zando el término de enlace «no» del siguiente modo: 


No ocurre quel), 
o más brevemente: 

mo) 
Ejemplos de esta forma son: 


No ocurre que (5=0). 
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No ocurre que (1+)>2). 
No (1=241). 
No (7>x+)) 


Evidentemente, el uso de «No (Jo es infrecuente en el lenguaje caste. 
llamo, peto se verá más tarde que es de unlidad su uso en Jos contextos 
matemáticos 

En las proposiciones matemáticas en los que se utiliza el signo igual = , 
se indica con frecuencia la negación con un trazo inclinado sobre el signo 
igual: 24. Así, uxpk se lee ex no es igual a 1», 

En ninguna de las dos proposiciones «10% l» y «Juan no está aquí», se 
1 el paréntesis para mostrar la forma de la proposición molecw- 
lar, porque el término de enlace «no» aparece demtro de la proposición ató- 


Ejercicio 2 


A. Utilizar el paréntesis para poner de manifiesto la forma de las siguientes 
proposiciones moleculares. 


1. Juan escá aquí y María ha salido. 

2. Si x4 1 =10 emonces 1=9. 

3. O María no está aquí o Juan se ha ido 

ASix=lo y=2 entonces 2=3. 

3. Sixrtl y x+y=2 entonces y=2 

6. Si Pedro está en casa o Juan está en el patio, emonces José es 
inocente. 

7, y=0y =0. 

8 Dy=0 y xt0 o 2 

9, No ocurre que 6=7. 

10. No ocurre que si _1+0=10 entonces 1=5, 


B. Escribir en lenguaje corriente proposiciones de las formas siguientes. 
Suprimir los paréntesis al escribi las proposiciones. 


Lot jor » 
Codo» 

Ala vez 
CS 

No (de 

SILO Jamones ld. 
OS 

Sino ( > )emomees mo (da 
. No ocurre que () 


10 PRIMER CURSO DE LÓGICA MATEMÁTICA 


e 14 Simbolización de. proposiciones 


Generalmente se cree que las proposiciones atómicas son proposiciones cor- 
tas, pero también algunas de las proposiciones atómicas del lenguaje corriente 
son largas, resulto por ello pesadas y de difícil manejo. En Lógica se 
afronta este problema utilizando simbolos en lugar de las proposiciones com 
lets. 

Los símbolos que uaremos cn lógica para representar proposiciones, son 
letras mayúscolas tales como <P», «Q>, «Ro, <S», «As, y «Bm, Por 
ciemplo, ses: 


Pa=aLa nieve es profunda», 
Q=+El tiempo es frio». 


Consideremos ahora la proposición «La nieve es profunda y el tiempo cs 
friom: Primero escribiremos la forma lógica de la proposición haciendo uso: 
de los paréntesis: 


(La nieve es profunda ) y (el tiempo es frio). 


Utilizando «P» y «Q» queda simbolizada la proposición de la manera sí 
golente 


(*)y (0). 


Supongamos. ahora que se desea simbolizar una proposición molecular 
que utiliza el término de enlace «0», y se considera la proposición «Se puede 
elegir sopa o se puede elegir ensalada». La simbolizaremos de la manera 
siguiente: 
Ses 
Ra=aSe puede elegir sopa» 
Se=aSe puede elegir ensaladas. 


y la proposición quedará simbolizada por 
(R)o(s) 


AL simbolizar una proposición que contiene el término de enlace «no», 
la palabra «00» se pone delante del símbolo que sustituye a la proposición 
Atómica, aunque ordinariamente en castellano la palabra «now se encuentre 
dentro de la proposición atómica sobre la que actón. El término de enlace, 
sin embargo, no es una parte de la proposición atómica y, por tanto, la 
palabra «nas, debe separarse de la proposición atómica. Por ejemplo, sim 
bolizaremos la proposición «Los patos no son animales de cuatro patas» de 
ha siguiente manera: 
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Ses 
¡Q=aLos patos son animales de cuatro patasa, 


la proposición molecular será entonces 
No (9). 


El último simbolo sustituye sólo a le proposición atómica y no incluye el 
término de enlace, 

Se verá más adelame que si se uilizan simbolos para las proposiciones 
siómicon es más Ei rabajr con ls proporciones moleculares, que pueden 
resultar muy largas y complicadas 

Los ejeciios que se dan a continuación pueden servir para adquirir 
práctica en la simbolización de proposiciones. 


Eyencicio 3 


A.. Simbolizar las proposiciones moleculares siguientes sustituyendo lx. pro- 
posiciones atómicas por letras mayúsculas. 


1. Necesito ponerme las gafas o esta uz es débil. 


Sea 
Ga Necesito ponerme las gatas» 
Lom eEsts luz es debi 


entonces la proposición queda simbolizada en la forma 
(5) 0 (1). 


Los patits no se transforman en cisnes. 

Daba tres pasos hacia la derecha y entonces iba dos pasos hacia 
adelante 

Estos problemas no son fáciles para en 

Si suena el timbre, emonces es hora de empezar la clas, 

Sila case de Química ya ha empezado entonces llego tarde. 

Una parte de lu Luna no se ve desde la Tierra. 

O Amonio irá.l teatro o irá al cine. 

Las rosas son rojas y les violetas son azules. 

Si Brasil está en Sudamérica entonces está en el hemisferio Sur 


B. Traducir al lenguaje corriente las proposiciones siguientes en otras que 
tengan la misma forma. (Utilizar el mismo término de enlace y sustituir loe 
leas con proposiciones atómicas.) Especificar cul es la proposición atómica 
representada por cada una de las letras 
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1, Si (P), emonces (0) 6. No (P) 
20) 0 7.8) YM 

3.(P) y (0) 8.15) 9.(0) 

4. No (6) 3. No (1) 

5. Si(S), entonces (8) 10. Si (R), emonces(S). 


€. Cuda una de las proposiciones siguientes es molecular. Primero indicar 
cuáles son el término o términos de enlace de cada. proposición. Después 
escribir separadamente las proposiciones atómicas que se encuentran en cada 
una de las proposiciones moleculares. 


6. Los Alpes son montañas jóvenes y los Appaliches son montñ 
viejas. 

7. Las arañas no 500 insectos. 

8. Si las arañas son insectos entonces han de ener-scís patas. 

9, Si un material se calienta entonces se dilata, 

10. Muchos planetas son o demasiado cálidos para que vivan seres como 
nosotros o demasiado frios para que vivan seres como nosotros. 


Simbolizar as proposiciones matemáticas siguientes sustituyendo Jas pro: 
posiciones atómicas por letras mayúsculas. Recuérdese que ye cs la nega 
ción de =. 


1. Si xy entonces 1=2. 
SÍ xzt2 entonces y> 1. 

Sixr2 o 193 entonces x=. 
L Si rt y=3 entonces y+x=3. 

Si x—y=2 entonces yo? 
xty=2 y y=l 
Lady hi 2o ráy=l 

Si xy y yrtz emoncos 52. 
9. Six+y>z y ami entonces 4751. 
10, Si xt, entonces 961 y 122. 


e 15 Los términos de enlace y sus simbolos 


Ahora que ya sabemos simbolizar proposiciones atómicas, el trabajar con 


e 
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proposiciones moleculares resulta mucho más fácil, Pero también se pueden 
vilizar símbolos para los mismos ¡érminos de enlace, Se considerará cada 
rérmino de enlace por separado y se le asignará un simbolo, También se 
dará un nombre a la proposición molecular que se forme utilizando cada 
uno de los términos de enlace, Estos términos de enlace son tan importantes 
que se estudiarán por separado en la secciones siguietes, revisando algunas 
de las cuestiones ya analizadas. 

Y. La unión de dos proposiciones con la palabra «y», se denomina 
conjunción de las dos proposiciones. Un ejemplo de una conjunción es esta 
proposición: 


Sus ojos. son azules y los. ojos de su hermano también son azules. 


Sea. P la proposición atómica «Sus ojos son azules» y sea Q la proposición 
“stómica «Los ojos de su hermano también son azules». Entonces se puede 
simbolizar la proposición molecular, que es una conjunción, por 


(ero). 


Una conjunción es un tipo de proposición molecular. La proposición molecu- 
lares la conjunción de la proposición atómica P. y la proposición aiómica O. 
Es también úl introducir un símbolo para «y». Nosotros usaremos el simbolo 
que se encuenta en la mayoría de las máquinas de escribi; 


a 


Vlilizando este símbolo, e puede escribir la conjunción de dos proposiciones 
Py Q dela forma: 
(P)8(0) 


Recuérdese que el símbolo de sustituye al término de enlace completo tano 
si se refiere a aya como sí es «a la vez... y.» en lengua castellana. 


Entacicto 4 


A. Simbolizar las proposiciones siguientes, completamente, utilizando el sim 
bolo lógico correspondiente para los términos de enlace. Indicar la propos 
ción atómica que corresponde a cade letra 


1. Juan vive en nuestra calle y Pedro en la manzana contigo. 
2. Los discos antiguos de José son buenos pero los modernos son to- 
«layía mejores. 
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3. Meió la nariz y ya sacó tajada. 

4. E sol desaparece deis de lar nubes y en seguida empieza 4 te 
frescar. 

3. E recio se elevaba a nuestra vista y dejaba tras sl una fina estela 
blanca. 

6. Juana tien ree años y Rosa quince. 

7. Jorge es alto y Andy es bajo, 

8. La estrella de mar es un equinodermo y los erizos de mar 500 tam- 
bién equinodermos. 

3. Hoy ez día treima y mañana serú primero. 

10. El jugo ha empezado y leparemos tarde. 


B. Terminar la simbolización de las proposiciones que siguen sustituyendo. 
el término de enlace por el correspondiente símbolo lógico. 


1.(P) y (0) 4. A la vez (1) y (6) 
2. A la vez (A) y (8) 515 1 (0) 
3-0 y (6) 


€. Traducir al lenguaje corriente las poposiciones siguientes, Es decir, se 
han de sustituir ls letras por proposiciones en lengua caselana y el sim: 
bolo lógico por el término de enlace correspondiene. 


4.00) 8 (8) 
5.(0) a (P) 


3.1410) 


D, En las proposiciones matemáticas siguientes, simbolizar sólo el término. 
de enlace «yo. 


La=0y yt. 
LO y 
Jar m0 yrt0=x 
Axty=y hs y ah ly eo) ez 
O La unión de dos proposiciones por medio de la palabra «os se deno- 
mins disjunción de las dos proposiciones. Por ejemplo: 
Esta es el aula cuatro o es una aula de Física, 


es la disjunción de dos proposiciones. Une disjunción es tu proposición 
“nolecolar formada por el término de enlace «ow. La proposición antes escrita 


A 
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puede parecer un poco tara. Probablemente sto es debido a que en el len 
uaje corriente se incluye la palabra «0» inicial junto con la palabra «o» 
central. Por ejemplo, se podría leer la proposición molecular considerada 
esla forma: 


O ésta es el sula cuatro o es una aula de Pica. 


En ambos casos, las dos proposiciones atómicas son las mismas; pr 
mero, la proposición «Esta es el aula cuatro», y segundo «Ésta es una 
¿de Física». Es deci, no debe incurtise en el ervor de incluir la «o» inicial 
como parte de la primera proposición. Se trata de ua parte del 1érmino 
de enlace. 

El símbolo que utilizaremos para la disjunción es: V. 


En el ejemplo precedente, si F es la proposición «Ésta es el aula cuntros y 
Res la proposición «Esta es una aula de Física», entonces la disjunción 
queda completamente simbolizada por: 


UNA 


Leeremos esta proposición diciendo (F) o(R), y algunas veces también 
0 (F) o (R). Recuérdese que el símbolo V representa el término de enlace 
completo, tanto si en la lectura o escritura de la proposición se emplea sólo 
101.0 bien +0... 0.9. 


Esexcicio 5 


A. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes, utilizando el sím- 
bolo que corresponde 1 cada término de enlace, Indicar la proposición ató: 
mica sustituida por cada letra, 


El área del wiángulo ABC es igual al área del triángulo DEF, o el 
área del riáqgulo ABC es menor que el área del triángulo DEF 
Tomará parte en el salto de altura o correrá media milla. 

O tomará parte en la representación o ayudará en l vestuario, 

O el bowe cruzó la barra o e lo tragaron las olas. 

Hemos de llegar alí antes, u otro recibirá el empleo. 

. O la aguja catá gastada o la grabación es mala. 

. O Juan será tecegido o destinado para un puesto Iuevo. 

Se puede dar el vector por medio de des componentes, o estamos 
en tres dimensiones. 
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9. Peces con pulmones pueden tomar el oxígeno del aire o pueden 
tomar el oxigeno del agua. 
10, O una anémona es un animal O eS una planta. 


B, Acabar de simbolizar las proposiciones siguientes sustituyendo el. 1ér 
mino de enlace por su signo correspondiente. 


1.10) o (0) 4120 
2,0 (Po(0) 5.0 (P) om) 
3.0 18) 0 (5) 


€, Traducir al lenguaje cortiente las proposiciones siguientes en otras de la 
misma forma 


L (4) V (0) 4.18) Y (0) 
2, (8) V (5) 5.(A) Y (E) 
3. (6) V (1) 


D. Simbolizar las proposiciones matemáticas siguientes utilizando los. sm 
bolos Ke y V, pero conservando los símbolos matemáticos. 


1.0 x=0.0.1>0. 
21040 y yot0. 

3,0 r>Lor+ty=0 
4.0 y=x 0 yx. 

JJ HOy tre 0 20. 
6 yhimedy y Om 


E. Simboliza las proposiciones matemáticas siguientes 
pero conservando los símbolos matemáticos y los paréntesis. 


1,0 lxty=0 y2>0)o 2=0. 
2. 1=0y Y +e>ro2=0) 
3.0 x940 0 (£=0) 350), 
4.0 (1=y y ¿=w)0 (1<y y 2=0). 


No. Cuando a una proposición se le añade el término de enlace «no», el 
resultado se denomina la negación de la proposición. Así, una negación es 
una proposición molecular que utiliza el término de enlace ano». El término 
de enlace «no» es análogo a los otros términos de enlace, puesto que forma 
proposiciones moleculares a partir de proposiciones atómicas. Pero es dis 


SIMBOLIZACIÓN DE PROPOSICIONES y 


tino de los otros términos de enlace pues se usa con una sole proposición 
La palabra «no» en el lenguaje corriente se acostumbra a encontrar dentro. 
de la proposición. Sin embargo, en Lógica, nos acostumbraremos a considerar 
el término de enlace separado de la proposición sobre la que actúa, Esto es. 
Decesario para poder representar la negación por un símbolo lógico. 

Un ejemplo de negación es la proposición: 


Las elecciones presidenciales no siempre. terminan con armonía 


A pesar de que parece una proposición atómica por contener una sola 
proposición, no lo es. Es la negación de la proposición atómica: 


Las elecciones presidenciales sismpre terminan con armonía 


En Lógica la adición del término de enlace «no» a una proposición atómica 
da lugar a una proposición molecular. Como en el Jenguaje corriente se 
acostumbra 4 hacer la negación colocando la palabra «no» deniro de la 
proposición atómica, es fácil cometer el error de olvidarla colocación de ono» 
delante de la letra mayúscula elegida para simbolizar la proposición arómica. 
La forma correcta de simbolizar la proposición, «Las elecciones presidenciales 
o siempre terminan con armonía» sería la siguiente: 
Sea 


Po=eLas elecciones presidenciales siempre terminan en armonia» 
entonces la proposición se indica como sigue: 
No (P), 


Para simbolizar completamente la proposición, emplearemos un símbolo 
epación: 


para 
La proposición del ejemplo anterior, totalmente simbolizado, será 
AP), 
A veces es más fácil traducir estas proposiciones al castellano empezando 
con la frase «No ocurte ques, por lo que se puede considerar el simbolo — 
omo equivalente 4 «no ocurre ques. Por ejemplo, para traducir ul coselamo 


Jn proposición UP) sobre cleciónes presidenciales, sc puede decir «No 
siempre ocurre que las elecciones presidenciales terminen con armonía» 


Sa 
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Los términos de enlace se pueden utilizar con una o más proposiciones 
moleculares, de la mísma manera que con las atómicas. Por ejemplo, en la 
forma «Si [— )entomces (Jo, se pueden llenar los espacios vacíos con. 
proposiciones atómicas o cun proposiciones. moleculares. Las negaciones. se 
combinan frecuentemente con otras proposiciones para formar una propo 
sición molecular más larga. Por ejemplo, 


Si un múmeto es mayor que 0, entonces no es un número negativo 
es una proposición molecular de la forma «si... entonces.» en la que el 
término de enlace une una proposición atómica y una negación. La forma, 
“01 )OL Jo puede incluir negaciones como en la siguiente disjun- 
ción: 


O el juego no ha empezado o el público no es numeros 


Aquí se tiene una disjución de dos proposiciones moleculares, ambas n 
ciones. Se simboliza esta proposición de la mismas manera que 2e simboli 
tras proposiciones moleculares. En primer lupa, su forma lógica se puedo 
presenar con mayor claridad poniendo paréntesis n a proposición escrita: 


(O el juego no ha empezado) o (dl público no es numeroso). 


leida una letra mayúscula para cada proposición atómica se expresa su 
negación poniendo el simbolo — delante de la letra, Después, se enlazan 
las dos proposiciones moleculares por el término de enlace dominante, que 
en cste caso es el término de enlace «o». La proposición completamente st 
bolizada se presenta en la forma 


(5) Y 60. 


Eyencicio 6 


A. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes wilizando, los 
símbolos correspondientes a cada término de enlace. Indicar las proposiciones 
“atómicas sustituidas por cada letra mayúscula. 


1. En el hemisferio Sur, Julio no es un mes de verano. 

2. Los tubos de neón mo son incandescentes, 

3. No ocurre que a todos los ingresos les correspondan impuestos pro: 
orcionales. 


e 


y 


SIMBOLIZACION DE PROPOSICIONES 9 


44, Marte no está tan cercano al Sol como la Tierra. 
435. Texas no es el mayor estado en los Estados Unidos. 
6. No ocurre que todos los líquidos hiervan a la misma temperatura. 
7. Joha Quincy Adams no fue el segundo Presidente de los Estados 
Unidos. 
18 No todos los gérmenes son bacterias. 
3. No ocurre que la ortiga de mar sea una planta. 
10; Luisa no es una persona alta 


B, Simbolizar las proposiciones siguientes utilizando el simbolo correspo 
diente para cada término de enlace. 


1. Nosocurre que (R) 4. No ocutte que (1) 
2. No(0) 3 Noa) 
3. No(m) 


€. En las proposiciones siguientes se uriliza más de un término de enlace, 
Simbolizar completamente las: proposiciones sustituyendo los: términos. de 
enlace por los símbolos correspondientes. 


1. (P) y no (0) 4. O no (P) o mo(Q) 
2, No (R) y mom) 51 y 00(R) 
3.68) 0 m0 (8) 


D.. Primero señalar cado término de enlace en las proposiciones que siguen, 
Después, simbolizar la proposición entera sustituyendo Paz «Jaime cs pun 
tual» y Qu «Tom llega tarde» en las cinco proposiciones. 


1. O Jaime es puntual o Tom llega tarde. 
2. O Jaime no es puntual o Tor lega tarde. 
3. Tom llega tarde y Jaime no es puntual. 
4, Tom no llega tarde y Jaime no es puntual. 
5. Jaime 10 es puntual y Tom llega tarde. 


E. Identificar cada una de las proposiciones moleculares siguientes scr 
biendo la palabra que denota su forma (por ejemplo, «negación», «cow 
junción», «disjunción»). 


L (0) 6.1) 
2, (P) (0) 7. (P) V (0) 
3. UR) amm 
4 (VIS 9, —(S) 
5. (R) 8 (S) 1. MV (0) 
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Fa. Examinar las proposiciones siguientes y señalar cada sérmino de enluce 
que se encuentre en ellas. 


1. No es mediodia y el almuerzo no está liso. 
2. Si no estamos all, entonces perderemos muestro voto. 

3. Si dos números no son iguales, entonces uno es mayor que el oro 
María se ha ido o no está en su sirio. 

Si es negro, entonces no reflejará la luz. 

2>091=0. 

Si xty==, emonces y ham 

. Six +y=0 y x>0, entonces y<0. 

. Six+y=0 y 00, entonces y=0, 

0x0 0.10, 


seras 


Si.... entonces..... Cuando se unen dos proposiciones mediante las palabras 
,.. entonces..», la proposición molecular resultante se denomina una 
proposición condicional. Ya se dijo que la manera de escribir el término de 
enlace ¡0nces... da idea de la forma de la proposición condicional. 
En vez de los puntos se puede poner cualquier proposición. La palabra así 
precede a la primera proposición y la palabra «entonces» precede a la ye 
gunda proposición. 
Un ejemplo de una proposición condicional e: 


Si llueve hoy, entonces se suspende el piene. 


La primera proposición atómica es «Llueve hoy» y la segunda proposición 
atómica es «Se suspende el pienic». Para poder simbolizar completamente 
esa propoición condicional emplear el símbolo suene par el 16 
mino de enlace: 


Abora ya podemos simbolizar la proposición considerada de la manera sl 


aoñet. Piero escogen ers mayácales paa La propones an 


Pa «blo llueve» 
Q= «Se suspende el picnic 


y entonces se sustituye el término de enlace por el símbolo: 


(0). 
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Hay algunas denominaciones que se introducen en Lógica para las 
partes de una proposición condicional. La proposición situada entre la pala 
bra «si» y la palabra «entonces» es el antecedente. La proposición que sigue 
a la palabra «entonces» es el consecuente, Estos términos se utilizarán con 
frecuencia cuando se trabaje con proposiciones condicionales 


Ejercicio 7 


A. Simboliza las proposiciones siguientes, utilizando los. símbolos corres- 
pondientes para los términos de enlace. Señalar la proposición atómica re- 
presentada por cada letra mayúscula. 


1. Si hace suficiente frio, entonces el lago se helará 

2. Si las luces están encendidas, emvonces la familia Alvarez cstá en 

3. Si dos pulsaciones se atraviesan, continúan conservando la forma 
original. 

4, Si pierde usted el autobús, entonces tendrá que andar. 

5. Si usted se dirige hacia el morte, entonces llegará a Canadá ma: 
Gana, 

6. Si es un ácido, entonces contiene el elemento hidrógeno, 

7, Si dos y tres son cinco, entonces tres y dos son cinco. 
Si x es igual a dos, entonces x más uno es igual a tres, 

9. SÍ hoy es siete, entonces el viernes es mueve. 

10, SÍ su producción crece, entonces Juan podrá estabilizar el precio. 


M. Examinar las proposiciones condicionales siguientes y señalar en cada 
una el antecedente, 


1. Si Juana es más joven entonces Antonia es más vieja. 

2. Si Antonia es más vieja entonces Luisa es más joven. 

3. Si Juana es más joven entonces Rosa cs más vieja 

4 Si Rosa es más vieja entonces tiene sesenta años. 

5. Si Rosa tiene sesenta años entonces Luisa tiene sesenta años. 


€. Examinar las proposiciones condicionales siguientes y señalar en cada 
una el consecuente. 


Si Pedro es el segundo entonces Juan es el tercero. 

Si Juan es el tercero entonces precede 2 Luis, 

SÍ Luis es el cuarto entonces Carlos es el quimo. 

Si Pedro es el segundo entonces está después de Marcos. 

Si Pedro está despods de Marcos entonces Marcos cs el primero. 
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D. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes, sustituyendo los 
términos de enlace por los correspondientes símbolos lógicos. 


1, Si (P) entonces (R) 4. Si (P) emvonces no (5) 
2. Si (8) entonces (1) 3. Si no ($) entonces 10 (1) 
3.5 (0) entonces (P) 


E. Kdentficar las peoposíciones condicionales de entre las proposiciones 
ue siguen, poniendo una C después de cada proposición de esta forma. 


L (rv 0) 6 M-(S) 
2 (m0) 7. (R) V (e) 
3. (1) (5) 2 e) (P) 
4 M8(5) 9. (0) (5) 
5. (1865) 10. (9) 21 


9 16, Agrupamiento y paréntesis 


Hemos visto que es frecuente encontrar proposiciones que tienen más de 
un término de enlace, Los términos de enlace pueden unir o pueden ser 
usados con proposiciones moleculares de la misma forma que con las propo- 
siciones atómicas. En todos estos casos uno de los términos de enlace es el 
mayor. Por esto se le denominará dominante porque es el que aciúa sobre 
toda la proposición. 

torn Ssiénes que uno de os cp de propoicón melee ea dela 

IIS 


Esta es tna conjunción y los espacios se pueden llenar ya sea con proposicio. 
es atómicas o moleculares. Pero, si se utilizan proposiciones moleculares. 
éstas a uu vez contienen otros ¡érminos de enlace; sin embargo, la 8 se 
mantiene como término de enlace dominante o mayor. Sea, por ejem- 
plo, la conjunción de dos negaciones, como en la propotición: 
Antonio no estudia en la Universidad y Ana no estudia 
en la Universidad. 


SÍ se designa por Y la proposición «Antonio estudia en la Universidad» y 
por A la proposición «Ana estudia en la Universidad», las proposiciones que 
se colocarían en los paréntesis de la forma anterior, serían y 1, Y 50 


(Ma): 
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Considérese una conjunción cuyo primer miembro ses 2 su vez una dis. 
junción y cuyo segundo miembro sea una proposición atómica. El término 
de enlace «ya enlazará una proposición molecular formada utilizando «o» 
con una proposición atómica 


Ala vez x=1 0 9= 


y» 


Sa Par=l',  Q=ir=2, y R=y=3'; entonces la disjunción es 
(P) V (0) y ln proposición atómica es R. Si estas proposiciones se colocan 
en los espacios correspondientes de na conjunción, el resultado es 


(UP) V (0) 4 (e), 


Esta proposición con tantos paréntesis es dificil de Jeer, Para mayor facilidad 
se adopta el siguiente convenio: una proposición que mo contenga 8, W 
mi —, no necesita colocarse entre paréntesis. En consecuencia, en la propo 
sición anterior se pueden suprimir los paréntesis que encicran la « Po y la 
+Q», resultando la forma simbólica siguiente: 


(PV 0) 818) 


y puesto que «Ra tampoco contiene ni 4, ni Y, ni —, la proposición se 
reduce us 


PYQaR 


Se puede ver rápidamente que se trata de una conjunción. El término de en- 
Jae «y», une dos proposiciones, Una es la proposición atómica R; la ota 
es una proposición molecular, la disjunción,P VQ, 

Los paréntesis son los símbolos de puntuación de la lógica, Muestran 
omo está agrupada una proposición y, por tanto, señalan cuál es el término 
¿de enlace dominante. Un paréntesis que encierre PV Q, muestra que las 
artes están ligadas constituyendo una proposición única, La proposición 
molecular se puede unir a alguna otra por medio de un término de enlace, 
dle manera análoga a como se uniría una proposición cómica, 

Obsérvese que en las proposiciones en lengua cestellana simbolizadas 
anteriormente, se logra el mismo objetivo por medio de la coma. Pero, 
Supóngase que la proposición se leyera 


Los=2 y7=3 
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En este caso la coma expresa que el sérmino de enlace dominame es «o». 
Como la forma de la disjunción es 


MES 
se llenarán los espacios con una proposición atómica y una conjunción: 


(PV (Q£R8) 
Obsérvese que prescindiendo de los parémesis, las dos proposiciones simbo- 
lizadas 5e presentarían igual. Por las razones dadas anteriormente no es ne- 
cesario el paréntesis que encierra la proposición atómica; por tanto, la pro: 
posición en la forma final es 


PV(08R) 


Cuando se simbolizan proposiciones en lengua castellana, se preci l- 
ona manera de destacar el término de enlace dominante en la proposición 
Asi como en Lógica el paréntesis señala siempre de mancra muy clara cuál 
es el término de enlace Jominanse, en las proposiciones escritas en castellano 
10 siempre es tan claro, pues existen diversos métodos para indicar la domi- 
mancia. Un método, según se ha visto es el uso de las comas. 

El método más claro de poner de manifiesto la dominancia de un ¡ér- 
mino de enlace es usar el término cn la forma gramatical más. completa, 
ordinariamente compuesto de dos partes. una de las cuales se escribe al pri 
ciplo de la proposición molecular: 


Aleve dy0 
ot joto» 
SiC Jemoncs(d 


Por ejemplo, considérese la proposición: 


(1) 0 4 está equivocado y yo tengo tazón, o. quedaré 
sorprendido, 


Poniendo los paréntesis se tienes 


O (él está equivocado y yo tengo razón) o: (quedaré 
sorprendido). 


Los paréntesis señalan claramente que las palabras «Os y 40» envuelven 
le conjunción «él está equivocado y yo tengo razón» que es precisamente 
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tna parte de toda la disjunción. Así la proposición (1) se puede simbolizar: 


a (WER)VS 


Por otra parte, si el paréntesis se coloca de manera que la 8 quede fuera, 
entonces ésta dominará y la proposición completa se transforma en una con- 
junción, 


0) WE(RVS), 
La expresión en castellano sería: 


(4) El está equivocado, y O yo tengo rendn o quedaré 
sorprendido. 


Obsérvese la diferen colocación de la palabra «ow en las dos proposiciones 
(1) y (4), Si non se presenta antes de la disjunción domina como en (1) y 
(2), s se presema después de la disjunción no domina como en (3) y (4. 
Es. posible introducir el «a la vez» acompañado al «y». Poniendo pa- 
réntesis con el fín de que se ves la forma claramente, la proposición (1) sería: 


(5) O (a la vez él está equivocado y yo tengo razón) o 
(quedaré sorprendido); 


«a decir, es claramente una disjunción simbolizado por la fórmula (2) La 
proposición (4) con paréntesis sería: 


(6) A lu vez (él está equivocado) y (0 yo tengo razón o 
quedaré sorprendido), 


ue es manifiestamente una proposición simbolizado por la fórmula (3) 

El escribir reiteradamente el «s la vez» y el «0» iniciales, da Jugar a un 
lenguaje poco elegante, por lo que no se suelen incluir, pero sin duda se 
pierde en claridad lógica. Cuando se utilizan etos términos, la primera pala: 
"ra de la proposición indica ya el tipo de proposición lógica de que se tr 
da la vezo indica que es una conjunción formada con «a la vez. y.» como 
“dominante, «o» indica que es una disjunción formada con <0..o..» como do- 
Minante, y «sin indica que es una condicional formada con «sí... emton- 
SES.» como dominante, Para que la frase cn castellano suene mejor se 
“Suptimen a veces las palabras «o», «a la vez» y «entonces» y la proposición 
Puede seguir teniendo cl mismo significado, Sin embargo, despraciadamente 
e suprimen también algunas veces que son necesarias, siendo entonces im 


2 PRIMER CURSO DE LÓGICA MATEMATICA 


posible decidir cuál es el verdadero signilicado de la proposición. Así resul- 
tan casos ambiguos como: 


(7) El está equivocado y yo tengo razón 0 quedaré sor- 
prendido, 


'No se puede asegurar si (7) es una conjunción o una disjunción. 


Ejracicio 8 


Copiar las proposiciones (1), (4), (3), (6) y (7), € intentar en cada una 
| de ellas poner los paréntesis en distintos siios, No se puede hacer en (1) 
| (4), (5) y (6), pero se puede hacer en (7). Lo que indica que (1), (4), (3) 
y (6) son claras con un solo significado, mientras que (7) es ambigua por 

tener más de un significado posible. 
Cuando se tienen que traducir proposiciones matemáticas en símbolos 
| lógicos, se pueden utiliza los mismos métodos. Por ejemplo, compátense 

| las proposiciones (8) y (9). 


(8) Ala vez a es mayor que 10 x cs menor que 1 yx 
«es menor que O. 


(9) es mayor que Lo a la vez x es menor que 1 yx 
+s menor que 0. 


“Ambas proposiciones se pueden simbolizar poniendo: 


Pax es mayor que lu 
Que ex es menor que la. 
ex es menor que O». 


l Sin embargo, (8) se simboliza 


(00) Proar 


y (9) se simboliza 
PV(O4R) 
Póngase paréntesis en las proposiciones en lenguaje corriente: si 30n nece. 
sarios, para que la forms resulte clara. Obsérvese una vez más que los 
| paréntesis encieran la proposición molecular que mo tiene el término de 
enlace dominante. El término de enlace dominante queda Jueza del parén- 
tesi. 


SIMBOLIZACIÓN DE PROPOSICIONES El 


El uso cuidadoso y exacto de Jos paréntesis en Lógica es muy impor: 
tante, pues la proposición (PY Q) £:R cs distinta de la proposición 
PV (Q 8 R).Los paréntesis se requieren para indicar cuál es el término de 
enlace dominante en cada proposición. 


Ejercicio 9 


A, Cada una de las proposiciones simbolizadas siguientes es una conjun- 
ción, por lo que el término de enlace mayor o dominante es «y». Poner los 
paréntesis adecuadamente para indicar que «y» es dominante 


LPVQKs 4PVREO 
20VRES 5SREPVT 
3.QURVT 


B. Cada una de las proposiciones siguientes es una disjunción. Poner los 
paréntesis adecusclamente para indicar que en este caso el término de enlace 
«dominante es «o». 


WIITO 1PRLQVR 
2 QURES 5. PVQER 
3 Q4RVT 


€. De cada una de las proposiciones siguientes se dice si es una conjunción 
0 una disjunción. Indicar el agrupamiento adecuado de las proposiciones 
“atómicas poniendo paréntesis que señalen cuál es el 1érmino de enlace domi- 


SVTER 
TVSkO 
TESVR 

PVQ£T 
PROVR 


D. Simbolizar las proposiciones siguientes, indicando el agrupamiento por 
medio de paréntesis cuundo sea necesario. 


1, O Pedro es presidente y Juan ex tesorero, o Jaime es tesorero. 
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2. Pedro es presidente, y o Juan es tesorero, 0 Jaime es tesorero. 
3. O Ramón es su hermano y Rosa es su hermana o Javier es 4u her- 


4. Ramón es su hermano y o Rosa cs su hermana O Javier cs su her- 


mano. 

5. Jorge es el capitán o José es el capitán, y Carlos es el teniente. 

6. A la vez el resultado es un número primo o María está equivocada 
y Rafael está equivocado también. 


E.. Simbolizar las proposiciones matemática siguientes, eligiendo letras ató- 
micas para sustituir las proposiciones matemáticas atómicas. 


1. Six es menor que 2, entonces x es igual a 1 0 es igual a 0. 

2. Si a la vez x es menor que tres y x es mayor que uno entonces x 
es igual a dos. 

3. y=4 y si x<)y entonces 1<5, 

4. O x es mayor que cinco y x es menor que siete-o x no os Igual a 


3.SI+3>5y y-4> entonces )>6. 
F.. Simboliza las cinco proposiciones matemáticas de E utilizando los sim 
bolos lógicos pata os términos de enlace y simbolos matemáticos para las 
Proposiciones matemáticas atómicas. 

Se considera ahora la proposición 


Si este cuadro es negro entonces aquel cuadro es rojo y 
u rey está sobre el cuadro rojo. 


Para simbolizar esta proposición molecular se pone 
P «Este cuadro es negro 
Q=+Este cuadro es rojos. 
R=+Su rey está sobre el cuadro rojo». 
La proposición simbolizada es 
PQ 8R) 
La proposición es una proposición condicional en la que el consecuente (la 


oposición que sigue a «entonces») es una conjunción. El término de domi: 
ame es «si, entonces... 
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¿Cómo se podría cumbiar el ejemplo de manera que el término: de 
enlace «y» fuera el dominante? En castellano se puede lograr insertando una 


SÍ este cuadro es negro entonces aquel cuadro es rojo, 
y su rey está sobre el cuadro rojo. 


Se puede, si se desea, evitar la coma utilizando la palabra «a la vez» como 
parte del término de enlace dominante, 


A la ver sí este cuadro es negro entonces aquel cuadro, 
es rojo y su rey está sobre el cuadro rojo. 


Para señalar que 4e es el término de enlace en la proposición simboliza 
cambia la posición del paréntesis, 
(P=0)4R 


Exercicio 10 


A. Juano a cada proposición molecular escrita a continuación, se la puento 
el nombre del tipo de proposición molecular a la que pertenece. Añadir los 
paréntesis necesarios. 


POROS 
P-0VR 

PLO—=R 

RYP-0 

065 

ReP-0 

RVO=1 

a—rvs 

POR VO 

orvo 

PRO—=T 

PLOT 

PyT-0 

Qe Vs 

OR VOS 

Ba. Simbolizar las proposiciones siguientes, indicando el agupamiento por 
Paréntesis ses mecesrio, Para todas las proposiciones, sea 

J= «Juan está en la case la 

C= «El está en la clase de Química» 

K= xlvaro está en la clase 3. 
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1. St Juan está en la clase 1, entonces Álvaro está en la clas 3 y dl está 
en la clase de Química. 

2. Si o Álvaro está en la clase 3 0 el está en la lase de Química, enton- 
«ces Juan está en la clase 1. 

3. O si Juam está en la clase 1 entonces dl está en la lase de Química, o 
Juan no está en la clase L 

4. O Álvaro está en la clase 3.0 5Í Jaime está en la clase 1 entonces 
él está en la clase de Química, 

3. A la vez si Álvaro está en la clase 3, entonces él está en la clase de 
Química, y Juan no está en la clase 1. 


La negación de una proposición molecular. Hay casos en los que se desea 
expresar la negación de una proposición molecular entera, Por ejemplo, se 
rata de negar una disjunción como en el caso siguiente: 


No ocurre que el libro o es rojo 0 es verde. 


Supómgase que se simboliza esta proposición poniendo primero P. para desig 
mar la primera proposición atómica y Q para designar la segunda proponi- 
ción atómica. La disjunción ex entonces P VQ, Luego, la forma simbolizada 
de la negación de una proposición es: 


£ Y 


Obrérvese el símbolo que denota la negación. Recuérdese que se puede ne 
gar cualquier proposición, ya sea atómica o molecular. Cualquier propos 
ción se puede negar poniéndola primero entre paréntesis y luego colocando 
el símbolo de negación delane del parentesis. Al simbolizar una proposición 
se debe tener en cuenta que el simbolo para la negación se aplica a la pro- 
posición completa más corta delante de la que está colocado, 

Así, para negar la proposición P VQ, se pone entr paréntesis con un 
simbolo ¿e negación delante del paréntesis. 


(PO). 


El agrupamiento ente paréntesis indica: (1) que la negación se refiere toda 
la proposición len ete caso una disjunción) —no xólo a la proposición ató- 
mica más próxlma—. y (2) que la negación es el término de enlace dominante, 
En ete caso el término de enlace «no» domina al término de enlace 20». 
Se pueden encontrar ejemplos en los que se nieguen otro tipo de propor 
siciones moleculares. Repetimos que también son necesarios paréntesis para 
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indicar que lo que se niega es la proposición molecular completa y no sólo 
una parte de ella. Considérese la proposición 


¡No ocurre que a la vez Juan tenga una hermana. 
y El tenga un hermano, 


Aquí se quiere negar la proposición completa. Es decir, se desea manifestar 
que Juan no tiene a la vez un hermano y una hermana. Al simbolizar esta 
proposición, i se designa por P. la primera proposición atómica. y por Q 
la segunda proposición atómica, se tiene: 


=P 20). 
Finalmente, se considera la negación de una condicional, 


No. ocurre que sl usted ve un gato negro 
mtonces tendrá mala suerte, 
Sen 
PosaUsted ve un gaco negros 
O «Usted tendrá. mala suertes. 


Simbotizado, este ejemplo se escribirá: 
=P +0) 


El agrupamiento entre paréntesis manifiesta claramente que lo que se ha 
gado es la proposición condicional completa y no simplemente el amece- 
ete, proposición P. 

Quizá la explicación más simple para cl agrupumieso y el uso de los 
paréntesis en Lógica es que una proposición molecular encerrada entre parén- 
tesis se presenta como una proposición atómica respecto 4 otros términos 
de enlace o a oras proposiciones con las que puede ligarse, e trata como 
una proposición única, El término de enlace dominame es fuera del parén- 
ses. 


Eseacicio 1 


A. En cada una de las proposiciones siguientes uno de los símbolos V, 
—,0 8 domina. Por tano, ls proposiciones son disfunciones, condiciona 
les, y conjunciones a pesar de empezar por una negación. Supóngase que se 
hubiera entendido que las negaciones iniciales dominan, convirtiendo todas 
las proposiciones en negaciones Sin ningán cambio más que la atiión de 
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paréntesis, convertir cada proposición en una negación. 


LPR 4-0 
2 RS 5 RVS 
3PRT 67045 


B. Dar la negación de cada una de las proposiciones siguientes añadiendo 
simbolos de negación, y paréntesi si es necesario, 


Lis DTS 
2Pvt BN VOM 
305 41 9021 
APR 10.58 8P 
5Qu6R PS 
6 e 12.0 


€. Junto a cada una de las proposiciones que siguen, se da el nombre del 


tipo de proposición molecular a la que pertenece, Añadir os paréntesis nece- 
sarios. 


PR 
e 
RR 
RT 
P--0 
0 
0 VR 
avs 
5 40 
Rs 


D. Simbolizar las proposiciones siguiente, indicando el agrupamiento por 
medio de paréntesis 


PaeEs jueves 
«Sucedió en lunes». 


O no es jueves 0 no sucedió en unes. 

Si no ocurse que sucedió en lunes, entonces es jueves 
No ocurre que o es jueves o que sucedió en lunes 

No sucedió en lunes y es jueves 

No ocutre que a la vez es jueves y que sucedió en lunes. 
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6. Si mo sucedió en lunes entonces no es jueves. 
7. No ocurre que si es jueves entonces sucedió en lunes. 
8. O no es jueves o sucedió en lunes, 

9, No es jueves y sucedió en lunes. 

10. No. ocurre que a la vez sucedió en lunes y es jueves 


E, Simbolizar las proposiciones siguientes tal como indica el ejemplo a con- 
tinvación, 


1. O Juan es el más pequeño y Pedro es el más alto Pedro es el más. 
bajo y Juan es el más grande. 


Ejemplo: Sea. PaeJuan es el más pequeña» 
Q=aPedro es el más alto» 
Re=«Pedro es el más bajo» 
Se=«Juan es el más grande». 


(PROV RES) 


2. Si una sustancia orgánica se descompone, entonces sus componentes 
se transforman en abono y fecilizan el suelo. 

3. O yo estoy equivocado, o la pregunta número uno es cierta y la pre: 
unta nómero dos es falsa. 

4. A la vez yo estoy equivocado o la pregunta número uno ex cita, y 
la pregunta número dos es fala. 

5. O yo estoy equivocado y la pregunta número uno es cierta o la pre: 
guna número dos es falsa 

6. No ocurre que, a la vez Juana sea su hermana y Rosa sea su her 

7: Juana no es su hermana y Rosa es su hermana. 

8. Si se conoce el periodo del movimiento de la Luna y se sabe la dis 
tancia de la Tierra a la Luna, entonces se puede calcular la acelera 
ción cenripeta de la Luna 

9. O sus deberes están terminados, o si no están terminados tendrá 
que hacerlos por la noche 

10, No rodas las regiones ue África tienen un clima cálido y húmedo y 
mo toda el África ecuatorial es una tierra de vegetación espesa y 
exuberante 

l 11. Si son las diez entonces la sesión de la Asamblea General ha em. 
pezado, y ahora el reloj señala las diez. 

12. No ocurre que, o estrellas muy lejanas presentan paralsje 0. apt: 
recen en el telescopio como discos. 


See 
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13. Si este mineral no es duro, entonces no está compuesto de cristales 
de cuarzo. 

14, Si es después de las cinco, entonces la puerta está cerrada y yo no 
tongo la llave. 

15, Si es después de las cinco emonces la puenta está cerrada y ade- 
más, yo no tengo la Nave. 


E. En cada una de la proposiciones matemáticas siguietes se indica lsipo 
de proposición molecular que debo entenderse, Poner los paréntesis nece: 
arios. 


1. condicional 120 Y a=l — y=2 
2. disfunción 0 V 0 E ym 
3, conjunción xl Val 8 ys 
4, condicional 20 > yr 8 y>5 
3. conjunción amy Voa=z 8 y>3 
6. condicional xy Boys ms 
7. condicional 9) Ro y>r O > 


9 17 Eliminación de algunos paréntesis 

Adloptando algunas reglas simples acerca de la potencia de los términos de 
enlace, se pueden eliminar algunos de los parémesis en las proposiciones 
simbolizadas: 


e rca dl 
El a es más potente que los otros términos de enlace. 


Vilizando la regla 1, en vez de 


Peor 
se puede escribir simplemente: 
PLO—R 
También, en vez de 
10 VR) 
se puede escribir 
PO VR 


Por otra parte, si se tiene 
P=0)VR, 
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no se puede climinar el parémesis, pues es necesario para indicar que Y cs 
el término de enlace dominante. También, sí una proposición tiene dos con: 
dlicionals, se tiene que utilizar el paréntesis para indicar cuál es dominante. 


Así, la proposición 
A (BC) 
one significado distimo de: 
(A B)2€ 


La segunda regla es tan natural que se ha hecho uso de ella sin haberlo 
emunciado explícitamente. 


e necia 2 


El signo de negación — es más débil que cualquiera de los otros tres 
términos de enlace. 


Urilizando la regla 2, en vez de 
ro 

e. em >. 
o) 


Po, 


Pero el paréntesis es necesario en 
0.0). 
Finalmente, puesto que e y son igualmente fuete, cuando se presentan 


iambos en una proposición se tienen que poner <iempre los paréntesis part 
indicar. cuál es el término de enlace dominante. Asi, el significado des 
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PVQER 
m0 es claro; pues. 

PYoÑÉR 
suma conjunción, y 

PV(QER) 
es una disjunción. 

Esercicio 12 


A. Junto a cada una de as proposiciones siguientes se indica el tipo de 
proposición molecular al que pertenece. Utilizando las reglas de prioridad 
establecidas sobre la potencia de los simbolos, añadir los paréntesis sólo don 


1. condicional POVR 
2. disjunción PVQ8R 

3. conjunción RS ET 

4, negación RES 

5. condicional PVO—=-k 

6. negación 0 

7. conjunción ARB=C 

8. disjunción M=NVP 

3. negación =P V 0 

10. conjunción: SA V 8 0 


B, Junto a cada Luna de las proposiciones matemáticas siguientes se indica 
el tipo de proposición molecular al que pertenecen. Utilizando las reglas de 
prioridad establecidas sobre la potencia de los símbolos, añadir los paréntesis 
sólo donde sean necesarios. 


AñO V roy e ys 
120 —= >) 8 yA 
1=0 Y sb ke pez 
Oy Ko y>r + 12 
1=0 Y 50 = p=0 
xy 8 y=s Vis 
y 8 

1) Y i=z 


a. 


€. Simbolizar las proposiciones del Ejercicio 11, Sección E, utilizando 
paréntesis sólo donde sean necesarios 
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0 18 Resumen 


Para poder simbolizar proposiciones en Lógica es preciso saber distinguir la 
panes lógicas de estas proposiciones. Una proposición molecular está for- 
mada por una proposición atómica más un término de enlace, por lo menos 
Una proposición atómica es aquella que no posee ningún término de enlice 
«Términos de enlace de proposiciones» (o simplemenne «términos de enlace») 
+3 el nombre que en Lógica se da a términos tales como «a la vez.. y..», 
40, 0,.», «si. entonces.» y «nos que se utilizan para formar proposiciones 
moleculares a partir de proposiciones atómicas. 

De los cuatro términos de enlace indicados ay», +0», «sl. emonces,.. 
ligan o actóan sobre dos propoxiiones a la vez, mientras que el término de 
enlace «no» ación sólo sobre una, Una proposición molecular formada utili 
ando el término de enlace «ya es una «conjunción», una proposición molecu- 
lar formada utilizando el término de enlace «os es uns «disjunción», na pro 
posición molecular formada utilizado el término de enlace «no» es una 
negación», y una proposición molecular formada utilizando el término, de 
enlace «si... entonces... es una proposición «condicional». 

Es conveniente en Lógica utilizar unos símbolos para proposiciones y 
otros para términos de enlace. Paca proposiciones atómicas se usan Jetros 
mayúsculas tales como «P», «Qs, «R», 25», y an sucesivamente. Puesto 
jue los términos de enlace determinan la forma de una proposición en Ló 
fica, se puede susriui cada proposición atómica por otra cualquiera y. la 
forma se conserva. Por ejemplo, en la proposición P. 8 Q se pueden sust 
iuir P y Q por proposiciones ecrtas cualesquiera. Los simbolos utilizados 
para los términos de enlace, por ota parte, permanecen siempre los mismos; 
y son: Se para conjunción, V para disjnción, 1. para negación, y —» 
ara la condición 

En proposiciones que tiene más de un término de enlace es preciso 
Gndicar la manera de agruparse, pues distintas agrupaciones. pueden tener 
¿istieos significados, En lengua castellana, las agrupaciones se presentan de 
acuerdo con la colocación de ciertas palabras, o mediante la puntuación, En 
Lógica la agrupación se expresa por paréntesis. La conjunción (P V Q) de R 
tiene distino significado que la disjunción PV (Q 4eR), a pesar de tener 
las mismas proposiciones atómicas y los mismos términos de enlace. Se nece 
sic los paréntesis para indicar cuándo un término de enlace domina la 
proposición, simo es el término de enlace más fuerte en la proposición. «No» 
€s el más débil; después siguen ay» y xo» que tienen la misma potencia; y 
«ss. emonces... es el más fuente, Sin embargo, cada término de enlace puede 
dominar, si lo indica el paréntesis 

Con estos símbolos como instrumentos estamos ahora preparados. pata 
expresar de manera clara y precisa el significado de las proposiciones, salvo 
Algunas, que se presentan dentro de la parte de la Lógica formal clemental 
sonocida por Lógica proposicional 
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A. Poner una «An después de cada proposición atómica 
pués de cada proposición molecular. Después de cada p10] 
escribir el término de enlace unilizado en aquella proposición 


1. El tiempo atmosférico es la situación de la armóstera en un momen: 
to particular y el clima es la variación de la situación del tiempo 
atmostérico en un período largo de tiempo. 

2. Las bacterias en el agua o se destruyen hirviendo el aqua o se des 
truyen por corización. 

3. Este lbro tiene más. páginas que aquel orro. 

3. Si la sentencia es contra el defensor, entonces él apclará cl caso. 

3, El reconoció la obra como de un poeta inglés dl siglo diecinuove. 

6. La guerra no puede explicare totalmente por una causa. 

7. Un elemento tiene propiedades físicas y tiene pride a químicas. 

8, Somos capaces d: hacer odos los ejercicios de esta pi 

ra ata de Toco idos 10 eric de ela poa 

10. Si dos 0 más elementos se unen químicamente para formar una 
nueva sostancia, entonces el producto se denomina tn compuesto 

11. Las proposiciones moleculares contienen términox de enlace. 

12. Este problema no es correcto. 

1. Rosa es menor de edad y su hermano es mayor de edad 

14, No se puede terminar el reportaje hoy 

15. Necesitaremos ayuda o tardaremos dos dias en completar el repor 
tajo, 


B. Escribir cuatro proposiciones que tengan términos de enlace, Utilizar 
distinto término de enlace en cada una de ells. 


€. Escribir cuatro proposiciones atómicas. 


D, Simbolizar las proposiciones siguientes, indicando cuál e la proposición 
atómica simbolizada por cada una de las letras mayúsculas. 


1. Si son más de las seis, entonces la asamblea hia empezado, 

2. O mi reloj va mal o legaremos tarde. 

3. Si las células de la plante no tienen clorofila, entonces no: pueden 
sintetizar los alimentos. 

4. La piedra arenosa se produce por medio de capas de arena endure 
ida y e piel cala se pode pr ls conchas de pequeños ai 


SIMBOLIZACIÓN DE PROPOSICIONES » 


5. Si la tribu fuera nómada, entonces no construiría chozas perma 
entes. 


E-. Simbolizar las proposiciones siguientes, utilizando los siguientes símbo: 
los para las proposiciones atómicas. 


P=«Luis ha venido demasiado tarde» 
¡Q=<Juan ha venido demasiado promo» 
Ra=El Sr, Pérez está enfadado». 


1. Si Luis ha venido demasiado tarde y Juan demasiado pronto, en- 
tonces el Sr, Pérez está enfadado, 

2. Si o Luis ha venido demasiado tarde o Juan ha venido demasiado 
pronto, entonces el Sr. Pérez está enfadado, 

3. Si Luis ba venido demasiado tarde y Juan no ha venido demasiado 
pronto, entonces el Sr. Pérez no está enfadado. 

4, Si el Sr. Pérez está enfadado, entonces Luis ha venido. demasiado 
tarde o Juan ha venido demasiado pronto. 

3. El Sr. Pérez está enfadado, y Luis ha venido demasiado tarde y 
Juan ha venido demasiado promo. 

6. Si el Sr. Pérez no está enfadado, entonces Luis mo ha venido dema- 
siado arde 

7, O Luis ha venido demasiado tarde o Juan ha venido demasiado 


promo. 

8, St Juan no ha venido demasiado pronto o Luis ha venido demasiado 
tarde, entonces el Sr. Pérez está enfadado, 

9. El Sr, Pérez está enfadado y o Luis ha venido demasiado tarde o 
Juan ha venido demasiado pronto. 

10. Juan ha venido demasiado pronto, y si Luis ha venido demasiado 
tarde, entonces el Sr. Pérez está enfadado, 

11, No ocurre que, Luis. ha venido demasiado tarde y Juan ha venido 
demasiado pronto. 

12, Si Luis no ha venido demasiado tarde y Juan ha venido demasiado 
pronto, entonces el Sr. Pérez no está enfadado, 


... Completar la traducción de las siguientes proposiciones. moleculares en 
símbolos lógicos, sustituyendo las palabras que corresponden a Jos términos 
de enlace por sus correspondientes símbolos. 


1. Si Pemtonces O, 
20PoQ 

3. Sio Po Q entonces noR 
40mPomwa 
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5O0PyQ0RyS 
6. No ocurre que, a la vez P y O 
7. No ocurre que o P0Q 


MPyoOQ0rR 
R.oOPyo0orR 
1. Py si Q, emonces no R 


G. Aparcar cada una de las palabras de la inquierda con los ejemplos o 
definiciones en la lista de la derecha. 


Esa (a P-0 
1. disjunción Dra) 
e rs s (ar vo 
propenición condicional (4) Q en la proposición P—+ 0 
4. proposición molecular (ep Pto 
enema (6) e en la proposición PQ 
juin mrro 
A (e 
9. pan esti (4) Cualquier proposición con un tér 
mino de enlace 
Ú) Cualquier proposición sin términos 
de enlace, 


M, Simbolizar las siguientes proposiciones matemáticas cligiendo letras ma- 
yúsculas para sustiuie las proposiciones matemáticas atómicas € Índicar la 
proposición atómica a la que sustituye cada una. 


1. x estmayor que ci 
2. Cuatro no es un número impar. 

d. x cs igual a tres ox es mayor que seis. 

4. No ocurre que six es un número impar entonces x es divisible 
por dos. 

. Si x más custro es siete e y más x es ocho entonces y es cinco 
Si x es menor que cinco o uyor que siete entonces no es igual a seis. 


1. Simbolizar las proposiciones matemática (3), (3) y (6) de H utilizando 
los símbolos lógicos para los términos de enlace y los símbolos matemáticos 
úípicos para las proposiciones atómicas. 


|. Traducir las siguientes proposiciones lógicas (fórmulas) en lengua caste- 
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llana, Primero elegir una proposición atómica en castellano para cada lerra 
“atómica, y luego escribir la proposición completa en castellano. 


1.38 
2 PQ 

3. (RS) 

4155 —= 6058) 

5 1+3<5 82 =(=0) —= xml 
5 PIO R 


Examen de repaso 
1. Simbolicación del lenguaje cuoridiano 


Simbolizar las proposiciones siguientes, diciendo claramente lo que represen: 
tan las letras mayúsculas elegidas como símbolos. Para las proposiciones 
matemáticas utilizar los símbolos matemáticos típicos. 


Si el libro cuesta más de cien pesetas, entonces Juan no podrá com- 

prarlo. 

b. O ésta es la casa de Antonio o la dirección que nos han dado no es 
correcta. 

€. Se ha levantado aire y ha refrescado. 

dí Si x es menor que tres, entonces es menor que cuatro. 

es Six no es igual a cinco, entonces o €s mayor que cinco o es menor 
que cinco. 


1, Simbolización con símbolos dados 


Utilizando los símbolos dados, simbolizar las proposiciones siguientes, (No es 
necesario escribir las proposiciones en castellano.) 
Sea 


PaaJuan ha venido demasiado pronto» 
(Q=«Maria ha venido demasiado tarde» 
R=«El St, Pérez está enfadado». 


». Si Juan ha venido demasiado pronto o María demasiado tarde, en: 
tonces el St. Pérez está enfadado. 

b. Si María ha venido demasiado tarde, entonces Juan no ha venido 
demasiado pronto. 

€. O el Sr, Pérez estó enfadado o María no ha venido demasiado tar, 
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de María ha venido demasiado tarde y Juan ha venido demasiado pronto, 
y el Sr. Pérez está enfadado. 

e, Si el Sr. Pérez mo está enfadado, entonces Juan no ha venido demo: 
siado pronto y María mo ha venido demasiado tarde. 

£- O María no ha venido demasiado tarde-o Juan ha venido demasiado 


pronto. 
8 Si María no ha venido demasiado tarde y Juan no ha venido dema: 
síado pronto, entonces el Sr. Pérez no está enfadado. 


HL. Definiciones 


Completar las proposiciones siguientes eligiendo de entre las palbras escritas 
al final la que está definida por la proposición dada. 


<a. La proponición molecular que utiliza el término de enlace «yo cs 
una 

b, La proposición molecular que utiliza el término de enlace «no» cs 

La combinación de uns o más proposiciones atómicas con un término 

e enlace de proposiciones se denomina 

+. En Lógic, una proposición completa que no tene término de enlace 
se denomina 

e- La proposición molecular que utiliza el término de enlace asi. en 
tonces.» se denomina una 

£, La proposición situada ames del término de enlace en una propoi 
ción condicional se denomina 

y. La proposición situada después del término de enlace en una proposl 
ción condicional se denomina 

hi La proposición molecular que utiliza el término de enlace «o» <s 


antecedente conjunción 
atómica, «consecuente 
proposición molecular disjunción 


KV. Uso del parénterie 


a. conjunción PYO RR 
bo negación >—.o 


Ñ 
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€. conjunción > .o 

dl. condicional PRQ—R 

€; negación eV e 

£. disfunción P0VR 

8. condicional PR 

bo. disfunción PVQ4R 

A. negación 0 

conjunción PRLO=R 


V. Simboliación de proposiciones con paréntesis 


Señalar el término de enlace dominante en las proposiciones siguientes. In- 
dicar después cómo sería la proposición en símbolos lógicos y añadir los 
paréntesis donde sean necesarios. 


1. No ocurre que, 0 Jaime es el más alto-o Juan es cl más alo. 

b. Tomás no es nuestro representante y José no es muestro capitán. 

€. Osbetanestá antes que sgamma» y «ctan extá antes que «thetano yo 
no sé griego, 

'd: Antonio se marcha ahora y o yo iré con él o Pedro irá con el. 

e. Si el baile empieza a las seis, entonces nosotros llegaremos pronto y 
Pilar Megará tarde, 


CAPITULO 2 


INFERENCIA LÓGICA 


e 2.1 Introducción 


En el capítulo uno, hemos aprendido a dividir las: proposiciones en sus 
partes lógicas y de este modo se ha legado a conocer algo sobre la forma 
lógica de las proposiciones. La idea de forma sc puede ilustrar con alguno. 
dle los resultados del capítulo anterior. La proposición P— Qs la misma, 
en cuanto a la forma lógica se refiere, cualesquiera que sean las propos 
en castellano que sustituyan a la P. y a la Q, Loy términos de enlace deter 
minan la forma de la proposición. 

'Conocidas las formas de las proposiciones y teniendo los instrumentos 
de: simbolzación a nuestro alcance, podemos dirigimos ya hacia úna parte 
impostane de la Lógica formal: inferencia y deducción. Las reglas de infe- 
rencia que rigen el uso de los términos de enlace son muy simples. Se 
pueden aprender estas reglas y su uso,como se aprenden las reglas de un 
juego. El juego se juega con proposiciones, o fórmulas Jóicas, nombre que se 
¿rá a las proposiciones simbolizadas. Se empieza con conjuntos de fórmulas 
ue se denominan premisas. El objeto del juego es utiliza las reglas de inte 
rencia de manera que conduzcan a otras fórmulas que se denominan conclu: 
stones. El paso lógico de lus premisas a la conclusión es una: deducción 
La conclusión que se obtiene se dice que es una consecuencia lógica de las 
premisas si cada paso que se da para llegar a la conclusión está permitido 
por una regla. La idea de inferencia se puede expresar de la manera siguiente: 
de premisas verdaderas se obtienen sólo conclusiones que son verdaderas. Es 
decir, sas premisas son verdaderas, emonces le conclusiones que se derivan 
de es ógicamene, hon de er vedadres 

frecuencia se aprende un juego nuevo, por un ejemplo. Veamos 
algunos de inferencia antes de proseguir con las leyes formales. Se supone 
ue se tienen dos premisas, la fórmula P—=Q y la fórmula P. Se sabe 
Vue estas premisas están dadas; es decir, se empieza diciendo que se ha dado 
P y que se ha dado P —+ Q. ¿Se puede sacar una conclusión de estas dos 
proposiciones? Es deci, ¿se puede idear otra proposición que haya de ser 


ss 
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lerta si las premisas son ciertas? La conclusión es lara si se Teen las pre- 
misas en a forma: 


Si P entonces Q, y P. 


La primera proposición expresa que sl se verifica, entonces se verifica O, 
y la segunda dice que se verifica P. La conclusión es que se verifica O, La 
proposición ( es consecuencia lógica de las premisas, Py PQ. 

Veamos ahora una inferencia de la misma forma, pero cuyo contenido 
e ha suplido por lenguaje coriente. La primera premia es: 


Si Mueve, entonces el cielo ha de estar cubierto 
La segunda premisa es: 
Ltueve. 


¿Qué conclusión se puede sacar delas dos premiras? 

La respuesta es la conclusión «El cielo ha de estar cubierton, Esta 
conclusión se puede inferir lópicamente de las premisas dadas. Se discutirá 
“a continación la regla particular de Ínferencia que permie deducir esto 
conclusión de las premisas. 


9 22 Reglas de inferencia y demostración 


"Modus Ponendo Ponens... La regla de inferencia aplicada en el ejemplo pre 
cedente tiene un nombre latino, modus ponendo ponens. Consideremos al 
gunos ejemplos del uso de esta regla en la deducción de conclusiones a partir 
de premisas, 


Premisu 1. Sh él está en el parido de fútbol, emonces 6 está en el 
estadio, 

Premisa 2. El está en el parido de fótal. 

Conclusión. — El está en el estadio. 


Otro ejemplo del uso del madas ponendo ponens es el siguiente: 
Premisa 1. Sino hace frío, entonces el lago no se helará. 


Premisa 2. — No hace frío. 
Conclusión. — El lago no se helará. 


Simbólicamente, el primer ejemplo se express así 
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Pu=eÉl está en el partido de físbolo 
Q=eÉl está en el estadios, 


Premisa 1. P=Q 
Premisa 2. Pp. 
Conclusión % 
La regla de inferencia amada modus ponendo ponens permite demostrar O 
a par de P— Q y P. 
El segundo cjemplo se simboliza de la manera siguiente, donde Pes 
la proposición «Hace frios y (Q es la proposición «kl logo-se helará», 
+20 
> 


>0 


En cada uno de los ejemplos, la regla ¿odas ponendo, ponens permite 
pasar de dos premisas a la conclusión. Decir que la conclusión es conse: 
cuencia lógica de las premisa, es decir, que siempre que las premisa son 
celrtas, a conclusión es también cierta. La regla de inferencia aprendida dice 
que si se tienen dos proposiciones de la forma P—» Oy P, se puede deducir 
la conclusión O. 

Recuérdese que la regla se aplica » la Jorma de las proposiciones, o sea, 
que siempre que se dé una proposición condicional y se dé precisamente el 
antecedente de aquella condicional, se sigue precisamente el consecuente. La 
misma regla se aplica tanto si el antecedente e una proposición atómica como. 
si es una proposición molecular y tano si el consecuente es una proposición 
útómica como si es una proposición molecular. En la proposición condicional 
anterior el antecedente y el consecuente 500 proposiciones moleculares, La 
segunda premisa afirma el antecedente, que es —P. Por tanto, l consecuen- 
te, que es —1Q, se sigue de la regla modus ponendo ponens. En todos los 
ejemplos que se dan a continuación se aplica el modus ponendo. ponens, 
Tanto los antecedentes como los consecuentes que 5e utilizan pueden ser 
proposiciones atómicas o moleculares: 


eos ar ¿PRO=R 
r P=-0 peo 
s =0 R 
¿0 ePQUR 
4 > 
o our 


INFERENCIA LÓGICA id 


Obsérvese, en el segundo ejemplo, que la condicional figura cn segundo lu- 
jar, y P, que es precisamente el antecedente, está situado primero. Cuando 
el modus ponendo ponens o cualquiera de les otras regias se aplica para sacar 
una conclusión de dos o más proposiciones, el orden de aquellas proposicio- 
es es indiferente, 

Recuérdese que une condicional se puede escribir (P)—+ (GQ). Con los 
paréntesis, el modus ponendo ponens es: 


(e) (0) 
7) 
(0) 
Si és una ayuda, se pueden usar paréntesis cuando el antecedente o el con- 


secuente 500 proposiciones moleculares, como en los tres últimos ejemplos 
anteriores 0 en el siguientes 


PVR=SE0 (e VR) ($ 40) 
VR PR) 
se-0 ($ 40) 


El nombre modus ponendo ponen: se puede explicar de la siguiente manera 
Esta regla de inferencia es el mésodo (modus), que afirma (ponens) el con: 
suene, afirmando (ponendo) el antecedente. 


Eyercicio 1 


A. ¿Qué conclusión se puede sacar de cada uno de los siguientes conjuntos 
le premisas? Es decir, ¿qué proposición lógica se sigue de las premisas? 


1. Si usted está en Madrid, entonces su reloj señala la misma hora que 
en Barcelona. Usted está en Madrid. 

2. Si no nos despedimos ahora, entonces no cumpliremos muestro. plan. 
No nos despedimos ahora. 

3. Si esta planta no crece, entonces o necesita más agua o necesita mejor. 
abono. Este planta no crece 

se Son las cinco. Si son las cinco, entonces la oficina está cerrada. 

. Si vivo en la capital de los Estados Unidos, entonces no vivo en nin- 

a de los cincuema etc, Vivo en la carl de los Estados 
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B. Utilizando modus pomendo ponens sacar una conclusión de cada uno de 
los conjuntos de premisas siguientes. Escribir las conclusiones en la línea (3). 


L(PVOo—=R 4 (0) P=08R 
erva ae 
(0) 15) 

2, (1) PR 5 ()P=QVR 
a. me 
Lol (5) 

3. (1) >” 6 (1 
(2) 0 ()R-=0P 
5] 10] 


€. Poner una «C» junto a cada ejemplo en el que la conclusión es correcta 
según el modus ponendo ponens. Poner una al» junto a cada conclusión 
Incorrecta. 


1, Premisas: 5 y S==T; conclusión: Y 
2, Premisas: Y—Y y Ti conclusión: 


D, Utilizar el modus ponendo ponens para deducir una conclusión de cada 
uno de los conjuntos de premisas siguientes: 


1 SÍ xo40 entonces a+y>L ar0, 

2, Si rhy=remonces phr== xtp=s 

3. SÍ x es un número e y es tun número, emonces 4-+y cs un número. 
es un número e y es un número, 

4. Si x>y y y>z emonces x>z Ala vez 1>) y 9% 

5. Ala vez 2=) y y=e Six=) y y=z, emonces x=. 


+ Demottraciones.. Cuando se usa una regla de inferencia para pasar de un 
conjunto de proposiciones a otra proposición se demuestra que la última pro- 
posición es consecuencia lógica de las otras. Esto se puede expresar de muchas 
maneras. Se puede decir que se ha derivado la conclusión de las premisas, 
¿que la conclusión se infiere de o es implicada por las premisas, que la con- 
elusión se deduce de las premisas, y otras. Todas estas palabras o expresiones 
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sigifican o mismo: Dadas cisas proposiciones; si una ego de infrencia 
oz permite pas ota proposición, entoces ca proposcón cs una con: 
clusin lógica de las proposiciones dadas 

En la lima sccón e han vio algunas demostraciones corts. il 
zando modus powendo ponent como regla, se demostró una conclusión a 
parir de un conjunto de premisas Por jempl, de — y Re demostró 
S. Se podría esquematizar la demostración de manera clara poniendo. 


Mrs P 
ar P 
ms a 


¿Cada línea en la demostración está mumerada. Después de las proposiciones 
simbolizadas se indican como se obtiene cada proposición, Se han indicado 
son P las premisas dadas. Las líncas que son premisas se sepresentan par P 
en la regla de premisas. Se parte de ellas y se deduce la línea (3) por el 
modus ponendo ponens lo que se indica cn la línea por la abreviatura PP, 
escrita después de la proposición. 


Ejercicio 2 


A. A continuación se dan conjuntos de premisas, Deducir una conclusión 
de cada conjunto, indicando cómo se obtienen cada una de las terceras línca: 
por medio de las abreviaturas P cn la regla de premisas, o PP en el modas 


ponendo ponen». 
Ejemplo: 
(1) —s P 
(2) e P 
Ms PP 
Lo) 48 309 
(2) =4 (2) == Va 
a (5 
20m 4 (0) 80:44 
(2) M=N (1 
15) 15] 


'B. Simbolizar cada uno de los conjunos de premisas del apartado A en el 
Ejercicio 1. Después indicar una demostración como en la Sección A, de este 
*fecicio, numerando cada ina y señalando por medio de las abreviaturas P 
als premia y PP para mada ponendo poner, cómo se juic cda 
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€. Simbolizar las proposiciones matemáticas de la Sección D del Ejerci- 
cio 1. Después indicar una demostración como en la Sección A de este ejer- 
ciclo. 


Demostraciones en dos pasos. Algunas veces no se puede ir directamente 
de las premisas a la conclusión por un solo paso. Pero esto no impide 
oder llegar la conclusión. Cada vez se deduce una proposición por medio 
de una regla, entonces esta proposición se puede utilizar junto con las 
premisas para deducir orra proposición. Cansidérese un ejemplo enwel que 
se tienen tres premisas: 


Mas  P 
Mic P 
5A P 


Se quiere probar la proposición €. Para Mlgar a C, se necesitan dos pasos, 
cada uno permitido por el modus pomendo ponens, PP. Estos dos pasos 
som las líneas (4) y (5) escitas 4 continuación: 


Mass P 
SS 

(6)A P 
(m8 PP1,3 
60 Pas 


Observemos atentamente el esquema de la demostración. Cada línea está 
humerada, tanto si es una premisa como una línea deducida. Cada linea ectá 
justificada, bien por ser premisa (indicada por P), bien deducida por una 
vegla de inferencia (indicada por la abreviatura PP). Además, después de las 
abreviaturas correspondientes a las reglas empleadas para obtener las líneas 
deducidos, se ha indicado cl número de las líneas a partir de las cuales se ha 
deducido esta línea. Por ejemplo, en la linea (4) la sigla «PP 1, 3» significa 
que 1 se ha deducido por el modus ponendo ponens de las líneas (1) y (3). 
“Análogamente, en la línea (3) se ha deducido de la C por medio de la re- 
gla PP de las líneas (2) y (4). Obsérvese que se puede utilizar una línea 
que se ha deducido, funto con otras líneas, para deducir una nueva línea. Cada 
línea que puede ser justificada ya sea como Una premsa o por el usa de una 
regla, se puede utilizar en otros pasos posteriores de la demostración 
Antes de intentar hacer algunas demostraciones corts, consideremos 
todavía un ejemplo, Se suponen dadas las premisas sigulenes y se quiere 


ES Ms» 
ms P 
Gar 
4) > PPa,2 


Or PP3,4 
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Se utiliza el modas ponendo ponens pate deducir una línea (4) y en- 
ones se puede aplicar el modus ponendo ponens a aquella línea y a otra, 
tal como la (3) para deducir la conclusión (3). Se da un paso (permitido por 
una regla) y después se puede dar otro paso usando la proposición deducida. 


Esencicio 3 


A. En cada uno de los ejercicios siguientes se ha de demostrar que una 
proposición es consecuencia lógica de ls premisas dadas. Deducir la conclu- 
sión, escribiendo la abreviarura que corresponde a la regla que permite obte 
ner cada línea, y cuando se empleen líneas deducidas anteriormente, indicar 
el número de cada línea que ha sido unlizada al aplicar la regla, 


1. Demostrar: 7 3, Demostrar € 
(1R—-7 ? ()A+BRD 0d 
(2) SR - (0)5B4D=C P 
as P A P 
0) 10) 

6) 0] 

2. Demostrar: 4. Demostrar: MVN 
(1) H 3 - (1) 3 —=MVN » 
(2) 4 P (2) FVG-= 1 B 
(3) 16 1d (1) FV6 P 
10) a] 

65) 0] 
5. Demostrar: 5. 
mr P 
(2) TQ - 
0. P 
10) 


B, Simbolizar cada una de las proposiciones de los conjuntos siguientes y 

demostrar que la conclusión (la proposición que empieza por «Por tanto..») 

y Secunca óic. Se seguirá el miemo método de las emoticones 
la pág. 50. 


1. SI 2 es mayor que 1, entonces 3 es mayor que 1. 
SÍ 3 es mayor que 1, entonces 3 es mayor que 0- 
2 es mayor que L. 

Par tanto, 3 es meyor que 0. 
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2xtlezr 
Si x+1=2 emonces y+1=2. 
Si y+I=2 emonces 2= 
Por tano, x=. 
3oSÍ ar +0 =y entonces guy, x 40. 
Si my emonces x+2=)+2. 
Por tano, x+2=3+2. 
ASI 057 y y>2 entonces 252, 
Oy yy 
Si 15: eones .>10. 
Por tanto, x>10, 
3SiA=y y y. emos mz. 
Si xo entonces 2=x, 
E ye 
Por tano, 2 
6, Si se levanta alre húmedo, emonces refrescar 
Si refresca, entonces se formarán nubes. 
Se levanta aive hómedo. 
Entonces se formarán mubes. 


€. No existe limitación respecto al número de veces que se puede apli 
en una demostración la regla modus ponendo ponens, Los ejercicios que 
siguen tequieren más de dos aplicaciones, Deducir la conclusión que se desea 
demostrar, expresando la regla aplicada para deducir cada línea indicando 
Jas líneas que se han utilizado al aplicar la regía. 


Demostrar: =N Demostrar: 

MESS P (1) 26 ->E P 
mr P (2) Ek P 
(5) 50 ? (3) 6 P 
(4) 0>N P (4) K—= 1 P 
(5) LM P 
Demostrar: RYS (6) M=¿B P 

Mecvo P 

0) cvo—-r P 

(3) FA 88 P 

MAR=a<or vs  P 


* Cuando qué ns propoiión atómica uan. simbolón maté: 
eo la ovas mida: pon Snte 


22 — 34102 
pa 
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> iADoble negación... La regla de doble negación es una regla simple que permite 
pasar de una premia única ala conclusión. Un ejemplo simple es el de una 
negación de negación, que brevemente se denomina «doble negación». Sea la 
proposición: 

No ocurre que An po es un estudiantes 
¿Qué conclusión se puede sacar de esta premisa? Evidentemente, e puede 
desir 
Ana es un estudiante. 


La regla de doble negación también actúa en sentido contrario, Por 
j ejemplo, de la proposición: 


Juan toma el autobús pata ir a la escuela, 
se puede concluir la negación de su negación: 


"No ocurre que Juan no toma el autobús para ir 4 la 
escuela. 


Así la regla de doble negación tiene dos formas simbólicas. 
7) 0) 
a 
La abreviatura paca esta regla es DN. 
/ “En los ejemplos sigulentes, el uso de la doble negación permite demos. 
trar una conclusión como consecuencia lógica de una premisa. 


Amr P 5 (mA P 
2) DN1 (MA DN 1 


cM-XPRO)  P 


(Mreo DN1 
“Ahora que se conocen ya dos reglas de inferencia se pueden hacer de- 
mostraciones cortas que requieran el uso de ambas. Considérese el ejemplo 
¡Que sigue en el que el modas ponendo ponens, PP, y la doble negación, DN, 
se vtlizan para llegar a la conclusión: 


meo P 
or - 
6) 0 PP12 


(4) —o DNS 
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En la demostración hay dos premisas y dos líneas derivadas. La línea (3) se 
deriva de las líneas (1) y (2) por el modas ponendo. ponens. La línea (4) 
se deduce de la linca (3) por la regla de la doble negación. 


Egencicio 4 


A. ¿Qué conclusiones se pueden sacar de cada una de las proposiciones 
siguientes por la doble negación? 


1, Todos los mamiferos son animales de sangre cliente. 

2, No ocurre que el núcleo de un dtomo no está cargado positiva 
mente. 

3. El granito es un tipo de mineral Ígneo. 

4. En los Estados Unidos las elecciones presidenciales tienen lugar cada. 
cuatro años. 

5. No ocurre que un quinto no es el veinte por ciento. 


B.. En cada uno de los siguientes grupos de premisas deducir una conclusión, 
cuando sea posible, por el madus ponendo ponens. Si la regla modus ponendo 
panens no se puede aplicar las premisas, indicarlo poniendo «no PP». 


L(DPLQ-R 4 (95 
ar ms 

2. (1) Q=RVS 5 ()ST4Uu 
ma rav 

3. (1) 6. (1) —P—0Q 
(2) 0——k 0 


C. Poner la letra C junto a cada afirmación cierta. Poner la letra: F junto 
a cada afirmación fala. 


D. Demostrar que las conclusiones son consecuencia lógica de las premisas 
«en cada uno de los ejemplos que siguen. Dar la demostración completa 
en los ejemplos anteriores; cs decir, se ha de mumerar cada lina, in 
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dica la abreviarura de la regla usada, y los números de las líncas de las que. 
se ha dedocido cada línea en la demostración. 


1. Demostrar: 1 4. Demostrar: PY Q 
(1) 5-1 Y (1) R= AP Y 0) P 
(ms - S R > 
ar (5) 
gar A 0) 


... 


“el antecedente de la condicional, La deducción siguiente es un ejemplo del 
liso del modus tollendo tollens. 


¿Q==El astro es una estrellas, 
P-0 
0 
+ 
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» La abreviatura del modus toilendo tollens es TT. 
Cuando el antecedente o el consecuente ez una proposición molecular, 
puede usarse el paréntesis para mayor claridad: 
(P) (0) 
0) 
0) 


Por tano, la regla modas tollendo tollens permite pasar de dos pre 
misas: (a) una proposición condicional, y (b) una proposición que niega cl 
consecuente, a una conclusión que niega el antecedente, 

Otro ejemplo puede aclarar todavía la afirmación anterior, La propo- 
sición condicional es: 


Si es por la mañana, entonces el sol estará en el Este. 


Se niega el consecuente: 
El sol mo está en el Este. 


Entonces se puede negar el antecedente: 
Por tanto, mo es por la mañana. 


La regla se aplica a todo conjunto de premisas de esta Jormu. El ante: 
cedente o el consecuente pueden ser proposiciones moleculares o propoticio. 
mes atómicas. En los ejemplos siguientes, se usa la regla modus sollendo 
tollens; en cada uno de ellos una de las premisas es una condicional, y la ora 
premisa niega el consecuente. 


a (1) R=S P LMORrR—=s P 
as P (2) =s 13 
(3) «e Tr1,2 6) A08R) — TT12 

e (1 P==0 P 
(2) 0 P 
(5) e TT 1,2 


Obsérvese que en el último ejemplo se niega una negación, lo que de 
lugar a una doble negación: se niega —Q es decir, se toma como premisa 
0 
Se considera aora un ejemplo de una demostración en el que se aplican 
las tres reglas expuestas hasta aquí. Se trata de demostrar R. 
(1r-e P 
(2) 0 P 
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(3) PR P 
(4) e 1T1,2 
(5) R PPS,4 
(6) e DNS 


Repasar este ejemplo para asegurarse que se puede seguir cada uno de los 
pasos, Se da ahora otro ejemplo en el que sólo se usan dos reglas, Se desea 
demostrar A. 


(1) 8 P 
10 P 
0 DNZ 
(4) a TT1,3 
(5) A DN4 


* El wo de la doble negación es aquí importate. Se necesita la negación del 
consecuente en la primera premisa para poder aplicar la regla TT. El con- 
secuemte es 1, La negación de esta proposición molecular se consigue ante: 
poniendo el símbolo que corresponde al «no»; y as, 128 niega a. 8, No 
se tiene 118 en las premisas, pero se puede deducir de la segunda pre- 
misa B. Obsérvese que esto es lo que se ha realizado en la línea (3). Vii 
zando el modus tollendo tollens se siene la negación del antecedente. El 
antecedente es —A de manera que mu negación es =7A, Finalmente, todo se 
reduce a aplicar la regla DAN otra vez, para obtener A de 174, 


Eyeacicio 3 - 


A.. ¿Qué conclusión se puede deducir de cada. uno de los conjuntos de 
premisas siguientes utilizando la regla TT? Escribir las conclusones en cus- 
tellano. 


1. Si la luz fuera simplemente un movimiento ondulatorio continuo, 
entonces la luz más brillante daría lugar siempre a una emisión de 
electrones con mayor energía que los originados por luz más tenue. 
La luz más brillante no siempre emite electrones con mayor energía 
¿que los originados por luz más tenue. 

2. Si un ángulo de un triángulo es mayor de 90 grados, entonces la suma 
de los otros dos ángulos es menor dz 90 grados. La suma de Jos 
otros dos ángulos mo es menor de 90 grados. 

3, Si el arriendo se mantiene válido, entonces el dueño es responsable. 
de las reparaciones. El dueño no es responsable de las reparaciones 

4. Si llovió la pasada noche, entonces las pistas se han limpiado, Las 
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pistas no se han limpiado. 
3. José no es mi hermano, Si Susana es mi hermana, emonces José 
5 mi hermano. 


B. Deducir una conclusión de cada uno de los conjumos de premisas si 
grsientes, aplicando la regla del modus tollendo tollen. 


1 (1) 0=R P 4 (1) 0-e » 
(2) e » (2) e P 
10) 1] 

2-0 3 5.0)P=08R P 
(2) 0 P (2) (Q 8 R) P 
(0) 15) 

3.) Rs P 56 MPVO—ÑR P 
>. e 0) P 
ol 10) 


€, Demostrar que las conclusiones son consecuencia de las premisas dadas. 
Indicar la demostración completa. 


1. Demostrar: € 2, Demostrar: F 
(e P (1 GH P 
(Aa Pp (2) 6 P 
0) AC P 5. P 
3. Demostrar: R 8 $ 4. Demostrar: £ 
(1) P=0 » me P 
ae P () E. P 
(5) PRES P 
5. Demostrar: =$ 
(1) se P 
()R P 


Más sobre la negación. La vegl de doble negación se uiiza frecuentemente 
con modas collado tollns, y con otras reglas que se introducirán seguida: 
mente. Puesto que el uso de la regla de doble negación en conjunción con 
la TT, esencialmente tene siempre la misma forma, se pueden acortar de 


Pes la negación de —P 


Ya se sabe que —;P es la negación de P. y podemos aplicar la segla de doble 
egación para logar esta extensión de la definición de negación. Dado —P, 
su negación es —1—P, pero en virtud de la regla de doble negación, se obtiene 
la proposición equivalente P. Esta regla sólo permite simplificar, pero en xl 
o es una regla mueva de demostración. 

Teniendo presente que Pes la negación de —P se simplifican las des 
mostraciones, como. en el caso siguiente: 


(Ae P 
a P 
(3) a Tr1,2 


De las dos premisas se obtiene la negación de A sin más que aplicar TT. 
Teniendo en cuenta que As la negrción de —A.resulta la negación de B, 
es decit, 8. Sin esta extensión de la definición de negación, la deducción 
requiere una nueva línea en la que se aplica la regla de doble negación. 


Obrérvese que el efecto de reconocer P como negación de =P es extender 
el TT a la forma lógica siguiente: 

P=>0 

a 

= 


“Otra extensión análoga del TT se refiere al antecedente de la premisa con- 
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Esta extensión se usa en el ejemplo siguentes 


(MA. P 
(ae P 
(8) A Tra 2 


SÍ. A no se reconociera como negación de A, esta deducción necesitara la 
línea adicional usual para aplicación de la regla de doble negación. 


0). P 
(2) 8 P 

(3) a TT1,2 
DEN DN3 


Se puede utilizar esta extensión del TT en el antecedente y el consecuente, 
como se ve en el ejmplo 


(1) 2-0 P 
ma P 
or TT1,2 


Una ilustración de estas idess en una deducción, utilizando proposiciones 
matemáticas, es la siguiente. Se quiere demostrar que 4>=0, y se tienen tres. 
premisas 

(0d e ey 

(amy — 12 P 


(3) arz P 
(0) ay Tr2,3 
(5) x=0 TL A 


Obsérvese que se obtiene la línca (5) de las líneas (1) y (4) puesto que 
«x=0» es la negación de «x>t0». 


Eyercicio 6 


A. Usando la regla: P es la negación de =P, evirar la regla de doble 
negación en las deducciones siguientes. 


1. Demostrar: =p. 2, Demostrar: 4 
(1) P=-0 P (1) AC P 
0 P AS P 

ms P 


3, Demostrar: P. 3. Demostrar: 5 
(1) P=-0 P (1mPa-a P 
me P (2) OR P 
(3) SR P 
(mr » 

4. Demostrar: A 6. Demostrar: A. 


(1) 4 +8 » 
Q) 82€ » (28€ 
me - (3) C—D 


(AB 


(1) 0 


P 
P 
P 
P 
B.. Teniendo en cuenta que «x==0» es la negación de «x»e0», evitar la regla 
de doble negación en las deducciones siguientes. 


L Demostrar: x=0 4. Demosrar: 4740 
(y 40 — apo) P Mam > am Pr 
(2) ayy P rez alo P 

0) e=0 > al P 
Mis P 
2, Demostrar: 4340 5. Demostrar: 294) 
Maso — 2 PP (Mamy > yu. P 
am > amy ym yu P 
rm. P ym — yl e 
Mr P 

3. Demostrar: 1y. 6. Demostrar: x=0 


Ma > ate PP (Mero — yal A 
(Dare — 0 PP Day yu  P 
19) 0 P Br. =P 
(E P 
_Adjunción y simplificación. Se suponen dadas dos proposiciones como pre 
misas, La primera es 
Jorge es adulto. 


La segunda es 
María es adolescente. 


“Si ambas proposiciones son verdaderas, emonces se podrían juntar en una 
oposición molecular utilizando el término de enlace «y» y 5e sendría una 
proposición verdadera que se [cría 


Jorge es adulto y María es adolescente. 
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Si ambas premisas son ciertas, etonces la conclusión tendría que ser cierta 
La regla que permite pasar delos dos premisas a la conclusión se denomina 
regla de adjunción. Se indica abreviadamene por A 

De: manera simbólica se puede ilastrar la regla as: 


De las premisas 
o 


se puede concluir PQ 
o se puede concluir O 4 P. 


Con paréntesis, la regla se presenta de la manera siguiente: 
De las prermisas (P) 
10) 


se puede concluir (P) £:(0) 
o se puede conclle (Q) 4 (P) 


Los peréntesis en la conclusión son necesarios sólo si Po Q son propos: 
siones moleculares que no sean negaciones. 

El orden de las premisas es indiferente. En el primer ejemplo se hubiera 
podido concluir «María es adolescente y Jorge cs adulto», El significado 
o cambiaría. Si se tene la proposición Q como una premisa, seguida de la 
proposición P como una premisa, la conclusión puede muy buen serp 4: Q, 
ya que por una parte el orden de las líneas a las que se aplica la regla es 
indiferente, y también porque en la conjunción se puede alterar el orden, 
a inció ds vs compone que still tl de 


“m- Pi 5(0)02s P 
(2) e P ar P 
(5) PR A1,2 (3) 72 (085) A1,2 

(rt P 
eu P 
(5)uer A1,2 

¿meva P 
(Move P 


6) (PVQ)£(QVR) A1,2 


Consideremos ahora un ejemplo en el que precisamente se emplea la 


A E 


ls 1 


A 
A 

A 

Er 
A 

es 

A 
y pecar 
ed a 
AS ia 
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Ejercicio 7 


A. ¿Qué conclusión o conclusiones se pueden deducir de cada uno de los 
conjuntos de premisas sigulentes utilizando la regla A o la regla $? 


1. Una sociedad es una colección de individuos que buscan una forma 
de vida y la cultura es 5u forma de vida, 

2. El número atómico del hidrógeno es 1. El número atómico del helio 
.e2 

3" Kofi habla la lengua Twí. Ama habla la lengua Ga. 

4. A Tomás le gusta esquiar y ha nevado en la montaña. 

5. Esta inferencia es válida. Aquella mo es válida. 


6.(1)Q6R P 8 (rs > 
15] a y 
(D(VO)JRS P 9215 » 
e) mr 1 
15) 
10. (1 Q6R P 
(2)s P 


(0) 


1. Probar que las conclusiones siguientes »on consecuencia lógica de ay 
premínas dadas. Dar la demostración completa. 


1. Demostrar: 5. 4, Demosiar; 8-8: D 
(M-ker P (1Mesc » 
(sk » (2) 80 P 

2. Demostrar A 88 3. Demostrar: =S $ Q 
(1) Ca E 11) 5-0 r 
me P ATAR y 
60. P (6) ST 8R P 

3. Demostrar: 0 6. Demostrar: A 8 C 
mera » (MA Re P 

(2) 08 P 


Disjunciones como premisas... Quizá se ha observado que en las reglas estu- 
idas hasta añora, se han estado utilizando conjunciones, condicionales, y 


entonces..», y «now. Sin embargo, no se ha considerado, ni se ha dado nin- 


una regla e la que inervniera el término de enlace 0». No se han 
“ado disjunciones en las premisas cuando se deseaba mostra cl uo de una 
regla de inferencia. 

Antes de inroducir una regla conviene, sin embargo, considerar el si: 
rilicado de una disjunción en Lógica. En el lengusje corriene hay dos 
maneras posibles de usar la palabra «0». Algunas veces e quiere signiicar 
que se presenta una u otra de dos coses, pero no las dos la vez: Estes el 
sentido excluyente de«0». Por ejemplo, enla proposición: 


Juan vive cn el norte de España o vive en el sur de España 


se expresa que una de las dos proposiciones atómicas es cierta y la otra es 
falsa. 


En Lógica, sin embargo, daremos un significado más amplio 4 la dis- 
unción. Se denomina sentido incluyente En el semido inclusivo, cuando se 
utiliza la palabra «o», se supone que por lo menos un miembro de la dis 
junción se presenta y quizá ambos. Supóngasc un cartel en una de li 
entradas de un estadio que diga: 


Los. periodistas o. forógratos: han de entrar por aquí 
El significado de la proposición es la disjunción: 


Los periodistas han de entrar por aquí, o los fotógrafos 
han de entrar por aquí. 


Es una disjunción en sentido incluyente o sea, que por lo menos es cierto 
in miembro dela disjunción y pueden selo ambos. En el ejemplo, la propo 
sición significa que si una persona es un periodista ha de entar por dicha 
puerta o si es un fotógrafo ha de enuar por dicha puerta. Además, los 
fotógrafos de la prensa, que sean a la vez periodistas, también entrarán por 
la misma puerta. 

En Lógica, una disjunción significa que por lo menor un miembro de la 
disjunción es cierto y quizá ambos lo son. Se ha de tener presente que en 
Lógica se utiliza la palabra «o» en sentido incluyente y asíse evitará el error 


¿de creer que si un miembro de una disjunción es cierto el otro ha de ser 
'falso. Ambos pueden ser ciertos. La disjunción dice simplemente que por lo 
menos uno es cierto, 

¡Con el significado lógico de una disjunción puesto en claro, ¿puede pen- 
suese en una posible regía de inferencia que se aplique a una disjunción?. 
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Consideremos la siguiente proposición como premisa: 
O la producción umenta o el precio aumenta, 


Veamos si se puede imaginar una segunda premisa de manera que de las dos 
se puede deducir una conclusión válida. La conclusión será válida cuando 
resulte de las premisas utilizando una «buena» regla de inferencia; y una 
regla es «buena» si equivale simplemente a asegurar que siempre que las 
premisas sean proposiciones ciertas la conclusión que resulta por aquella 
regla es una proposición cierta. Esto significa que reglas válidas de deducción 
munca permiten pasar de premisas ciertas a conclusiones falsas. 


Modus Tollendo Ponens. La regla anteriormente sugerida e la que se deno- 
mina modus tollendo ponens. Una vez más, el nombre latino dice algo acorco 
de la regla. Dice que negando (tollendo) un miembro de una disjunción se 
afirma (ponens) el oo miembro. 
Simbólicamente, el modus tollendo ponens se puede expresar. 


De la premisa. PO 
y la premisa 


se puede concluir Q 
De la premisa. PQ 
y la premisa -0 
se puede concluir P 


La abreviatura para modus tollendo ponens es TP. 
“Añadiendo paréntesis, modus tollendo ponens se puede escribir: 


De mva 
y 0 
se deduce 10) 
Le 1) v (0) 
-l Es A 
se deduce. 1P) 


Supóngase que se tiene como premisa la dijunción 
O esta sustancia contiene hidrógeno o contiene oxigeno 
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La segunda premise dice 
Esta sustancia no contiene hidrógeno. 
Por medio de el modas sollendo: ponens se puede concluir: 
Esta sustancia. contiene oxigeno, 
Para aclarar la Jorma de esta inferencia, se puede simbolizar el ejemplo 
anterior, Sea 
P=«Esta sustancia contiene hidrógeno» 
Q»=«Esta sustancia contiene oxígeno». 
La demostración de la conclusión es: 


meva  P 
a P 
(087 1P1,2 


Obsérvese que una premisa (la negación) niega una parte de la disjunción, La 
conclusión afirma precisamente la otra parte. No importa cua sea el miembro 
negado, el desecho o el iquierdo, La disjunción dice que por lo menos un 
miembro se cumple; por tanto, si se encuentra que uno de los miembros no 
se cumple, se sabe que el otro ha de cumpline. 

Una disjunción en Lógica significa que por lo menos una de las dos 
Proposiciones es cierta y quizá ambs. Supuesto que se tiene una premisa 
“que dice que un miembro de la disjunción es cierto, ¿se puede concluir algo 
sobre el otro miembro? Por ejemplo, considéres la proposición anterior sobre 
rígeno e hidrógeno. Si la segunda premisa hubiera sido «La sustancia tiene 
hidrógeno», ¿qué se podría concluir del oxigeno, en caso de poder concluir 
algo? No se podría concluir nada. 

Véanse los ejemplos que siguen. Son ejemplos dl uso de la regla modus 
“tollendo pomens. Estas reglas mo están limitadas a proposiciones atómicas. 
Jgual que los orros tipos de proposiciones, la disjunción tiene lugar entre 
Proposiciones moleculares de igual manera que entre proposiciones atómicas. 
* Obsérvese que en muchas proposiciones se necesitan paréntesis para indicar 
<euál es el término de enlace dominante. 


£ (0) Over P bMPRovs P 
> P > Al 
6) a 1P1.2 reo TP1,2 
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e (1) ST - 4 (M>-rv-0  P 
(2 e P nd P 
43) 5 TP1,2 (5) o Tr 1,2 
e (MPROVRES  P 
(2) 5+ 20) P 
(ES Tr4,2 


Se usa también el hecho de ser P la negación de =P al aplicar modús 
solendo ponens, como se muestra en los ejemplos siguientes. 


a (1) OUR P 5 (APRO) VS P 
ae P reo Ed 
me TP 1,2 (3) TP 1,2 

e (Ms vr P 
(2)s P 
(97 TP 1,2 

Ejercicio 8 


A. ¿Qué conclusión, en forma de proposición escrita en castellano, se puede. 
deducir de cada uno de los conjuntos de premisas siguientes utilizando la 
regla TP? 


1. Este hombre o es un abogado o es un político, No es un abogado. 

2. El puerto de Nueva Orleans 0 está en el golfo de Méjico o está cn el 
océano Arlántico. No está en el océano Atlántico 

3.0 la energía interna de un átomo puede cambiar cón continuidad o 
cambia sólo a saltos, La energía imtema de un átomo no puede cam: 
biar con continuidad. 

4, Juan o ha terminado el libro o no ha ido a devolverlo hoy a la 
biblioteca. Juan no ha terminado el libro. 

3. O hace frío y llueve o el festival se celebrará al ale libre, Ni hace 
frío mi llueve. 


B. Deducir una conclusión de cada uno de los siguientes conjuntos de pre 
misas usendo el modus sollendo ponens. 


L (1) 0 VE P 3. (1) TV =k P 
(2) - (2) —e 1d 
2 (1) 1 V (40) E +0m-rvo P 
( E (2) =Q P 
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5(62nveR » 9 1) 40) > 
(2) 5 £ 1) - TV - 
. 6. (1) (PR Q)VS - 10. ()TVUu P 
' (2) 5 P > » 
7. (1) 0 VR - 1 (sv - 
(2 0 P ar » 
a) PO RO)ASERVT 
(rv. P ()s4R P 

13. (1) (PQ) VR - 

ro P 


€. Demostrar que las conclusiones son consecuencia de las premisas dadas 
en los ejercicios que siguen. Dar una demostración completa. 


1. Demostrar: P. 4. Demostrar: A 
meva P (ms » 
P (2) 8-0 » 
P 6)AvD P 
5. Demontrar: 4 
(2 va P (1) 8 » 
(2) A E P Y2) $ v MV 6) La 
(3) e > (a) =6 il 
3, Demostrar: M 6. Demostrar: P 
(sep la ()T-="v0 » 
(2) MY =N P > P 
(3) SN P (3) =a E 
7. Demostrar: R 
(1M>0vS P 
(2) >s P 
M-RE9-0  P 


_D. Primero simbolizar las premisss y conclusiones siguientes, Después de: 
mostrar que las concusiones son consecuencia lógica de ls premisas. Recuér- 
¿dese que cuando las proposiciones atómicas están ya simbolizadas por sím- 
bolos matemáticos, no hace falza utilizar letras mayúsculas. Conservar las 
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proposiciones atómicas con sus símbolos matemáticos y simbolizar los, tér 
minos de enlace. 


LO x=yor=z 
li == entonces 1=6. 


Por tanto, x=). 

Ala vezl+1=2y2+1=3, 

O 3-2=1 0 no ocurre que 2= 

Si 141=2 emonces 2—1=1 

Por tam10,3-2=1, 

3. Si O7éx entonces xoty. 
Ox=yox=e rte 
Por tano, x=0. 

4.0x=00 x=. 

Si x= emontes 1=s. az. 
Por tanto, x=0. 

5. Si x=y entonces = 
Si xo entonces xo, 
O x=) 0x=0, 

Si x=0 entonces r+u 
Por tanto, x= 


a] 


e 23 Deducción proposicional 


Hemos aprendido algunas reglas de buena inferencia que permiten pasar 
Tógicamente de un conjunto de afirmaciones 4 otra afirmación. De la pro: 
posición P— Q y la proposición P, por ejemplo, se puede deducir la pro- 
posición Q. 

Se ha visto también que se puede demostrar que una conclusión se 
deduce lógicamente de -un conjunto de premisas, aún cuando no se pueda 
ir directamente de las premisas a la conclusión en un solo paso. Yendo por 
pasos sucesivos, cada uno permitido por una regla, es posible alcanzar la 
«conclusión deseada. Sí es así, e ha demostrado que la conclusión es conse> 
cuencia lógica de las premisas dadas. 

¡Con el manejo de unas pocas reglas, empezamos a aprender el método 
de las deducciones formeles. Es decir, hemos aprendido el camino preciso 
«de demostrar que los razonamientos son válidos. Un razonamiento es simple 
mente un conjunto de proposiciones como premisas y una conclusión deducida 
de estas premisas. Cuando decimos que es pálido entendemos que la con- 
¿lusión es consecuencia lógica de las premisas. Una deducción formal es una 
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serie de proposiciones o pasos en la cual cada paso o es una premisa o está 
«deducido directamente de los pasos que le preceden por medio de una deter 
minada regl. 

En la inroducción a este capítulo, se comparabon las reglas de la Ló- 
gica a las de un juego; y se puede imagina la deducción como la ral 
¿e un juego. Se han aprendido reglas suficientes para hacer una deducción 
simple. La deducción o demostración es el juego y las reglas del juego son 
precisamente las reglas de inferencia. Se puede hacer cualquier movimiento, 
dar cualquier paso que está permitido por una regla, y se ha de poder jus: 
tificar cada paso dado indicando la regla seguida. El objetivo que nos pro- 
ponemos alcanzar en este juego €s la conclusión establecida, El propósito 
de cada movimiento que se hace, e avanzar un paso acercándose al objetivo 
La posición de partida con la que se inicia el juego es un conjunto de pre 
misas, Las premisas están justificadas por la regla de premisas que es: 


Una premisa puede ser introducida en cualquier punto 
de una deducción 


La aplicación de las reglas no depende del uso que se haya hecho de 
las imismus. en líneas anteriores 

La regla de las premisas se ha utilizado ya al principio de las deduccio 
es. Como esta cegla ex familiar, la P para la regla de premisas se omitirá 
úcortientemente cuando se da un problema en forma simbolizada. En deduc- 
ciones. formales, sin embargo, se escribirá una P. antes de cada premisa 
ada, para indicar que las lincas están justificadas por la regla de pre: 
misas. 
Resumiendo, se empieza con un conjunto de premisas y el objeto es 
de estas premisas a una conclusión particular, Cada movimiento que 
de cas ud ls que ee cc dejo, ha dese permisido pe une rela 
de inferencia definida. 

Hemos aprendido a efectuar deducciones simples. Ahora se considera 
in algunas deducciones complicadas. 

Consideremos el razonamiento del siguiente ejemplo: 


Ejemplo a. 


Si la ballena es un mamífero entonces toma oxigeno del aire. Si toma su 
oxígeno del aire, entonces no necesita branquias, La ballena es un mamifero 
Y vive en el océano. Por tanto, no necesita branquias. 

La conclusión que se deses demostrar o dedcir es la proposición «no 
necesita branquias». (La palabra, «por tanto», pone de manifiesto que la 
Proposición final es la conclusión del razonamiento.) 

El primer paso em este proceso es simbolizar el razonamiento de manera 
¿que la deducción sea perfectamente cata. 
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Sea 
W=aLa ballena es un mamiferos. 
O= «Toma su oxígeno del airen 
G= «Necesita branquias». 
M= «Habita en el océano». 
Entonces 


la primera premsa es W=0 
la segunda premisa es. 06 
la tercera premisa es WM 
la conclusión es 56. 


(4) w s3 
(5) 0 PP LA 
(6) 6 PP2,5 


Los tres primeros pasos son premisas. Los. pasos 4, 5 y 6 están justificados 
por teglas de inferencia aplicadas a lípeas anteriores. A la derecha de cada 
paso o línea, e indica la manera como se justifica aquella línea, Por ejem. 
plo, puesto que las tres primeras líneas son premisas, se escribe la letra. Pa 
ln derecha de aquellas líneas. Estas líneas son dadas y mo deducidas y, por 
anto, no necesitan ninguna otra justificación. 

La líoea 4 se deduce de la linca 3 por la regla de simplificación. Por 
tanto, se escribe la abreviatura de la regla S a la derecha de aquella línea, 
seguida del número de la línea de la que se ha deducido. La lineu 3 se ob: 
tiene de las líneas 1 y 4 por modus ponendo panens. Considerando la líncu 
1,W —+ O, y la linea 4, W, se puede vet rápidamente que modus. ponendo 
ponen nos permite obtener O. Este movimiento se indica por la abrevia: 
tura del nombre de la regía PP, y el número de las líncas de las que se ha 
¿deducido la lnea 5. De forma análoga se indica que la línea 6 se ha deducido 
por modas panendo ponens de las líneas 2 y 5. 

Puesto que la línea 6 representa la conclusión deseada, objetivo: de 
muestra deducción, la deducción es completa, Se ha demostrado que 6 
es consecuencia lógica de las tres premisas del razonamiento. Asi, puesto 
que —G representa la proposición «No necesita branquias» en el razona 
miento puesto como ejemplo se ha demostrado que la conclusión de aquel 
razonamiento es válida. Este es un ciemplo de una deducción formal 
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fin de que cada paso de la demostración resulte perfectamente caro 
quellos que l can, nos atendremos estrictamente a la forma indi- 
hacer deducciones. No se olvide que un objetivo de la Lógica es 

ste, Per cs mps de le peca, mtm Se pue que 
por qué está permitido. Para cada paso, esribuse primero el 

nes, después la proposición misma, y finalmente lo que 
por la abreviacura de la regla que lo ha permitido, Si el 
de vea, ecc: aLs ld 


Si la enmienda no fue aprobada entonces la Constitución 
queda como estaba, Sila Constitución queda como estaba 
entonces no podemos añadir nuevos miembros al comité. 
O podemos añadir nuevos miembros al comité o el infor 
me se retrasará un mes. Pero el informe no se retrasará 
vn mes. Por tanto la enmienda fue aprobada 


Sea, 
A=«La enmienda fue aprobada» 
Cm «La Constitución queda como estabar 
«Podemos añadir nuevos miembros al comi» 
«El informe se retrasará un meso. 
Entonces; 
(1) AC » 
(2) CM P 
6) MVR » 
(4) P 
Mm 1P3,4 
(6) e Tr2S 
ma TT LS 


La conclusión del ezonamiento es «La enmienda fue aprobada», El objetivo 
“tonces es mostrar que la conclusión es consecuencia lógica de las cuatro 
premisas del razonamiento. Prmero se indican las leas con que se simboliza 
Eo es Va Tc 

premisas y se índica que están justficadas en la demostración poniendo 
Io a cada una la letra «P, Las premisas son las cuatro primetas lineas en 
demostración. 
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El movimiento siguiente es el inventar obtenerla conclusión, que es Ay 
isiliando las reglas aprendidas. La línea 3 se obtiene de las líneas 3 y 4 
por modus tllendo ponens, TP. La línea 6 5e deduce de ls línea 2 y 5 por 
modus tollendo sollens, TT. La lívea 7 se obtiene de las líneas 1 y 6 por 
modus tollendo tollens Se ha mostrado que la conclusión del razonamiento 
se deduce de las premisas por medio de una deducción formal. 
Consideremos la siguiente deducción 


Ejemplo €. 


Si Tomás tiene diecisiete años, entonces Tomás tiene la 
misma edad que Juana, Si Josquín tiene distinta edad que 
Tomás, entonces Joaquín tiene distinta edad que Juana. 
“Tomás tiene diecisiete años y Joaquín tiene la misma edad 
que Juana, Por tonto, Joaquin tiene la misma edad que 
Tomás y Tomás la misma que Juana, 


Ses 
Ex«Tomás tiene diecisiete años» 
S=aTomás tiene la misma eded que Juana» 
T==«Josquín tiene la misma edad que Tomás» 
Entonces. 
(ME-s P 
Q) AI P 
6)E8J P 
(1) E s3 
(5) s Pra 
(54 s3 
mí TT2,6 
(6) Tes A5.7 
Ejercicio 9 


A. En cada uno de los cjemplos siguientes demostrar que la conclusión e 
consecuencia de las premisas dadas. Hacer cada deducción exactamente igual 
< como se han hecho las deducciones en los ejemplos anteriores, on líneas 
numeradas, abreviaturas pata cada regla utilizada, e indicando además los 
números de las líneas empleadas para la deducción de cada paso. 
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1. Si sta es una sociedad matriacal, entonces el hermano de la madre 
es el cabeza de familia. Si el hermano de la madre es el cabeza de 
familia, entonces el padre no tiene autoridad. Esta es una sociedad. 
matriarcal, Por tanto, el padre no tiene autoridad, 

2. O esta roca es una roca Ígnea o es una roca sedimentaria. Esta roca 
es granito. SÍ esta roca es granito entonces no es una roca sedimen- 
tara. Por tanto, sta 10ca e5 una 10Ca Ígnes. 

3. Si Juan es más alto que Pedro, entonces María es más baja que 

Juana. María no es más baja que Juana. Si Juan y Luis tienen la 

misma estatura, entonces Juan es más alto que Pedro. Por tanto, Juan 

y Luis no tienen la misma estatura. 

51 A ganó la carrera, entonces o B fue el segundo o C fue el segundo. 

Si 1 fue el segundo, entonces A mo gaó la carrera, Si D fue el se: 

undo, entonces Cno fue el segundo. A ganó la carrera. Entonces, 


4 


el reloj está adelantado, entonces Juan Megó antes de las diez 

y vio partir el coche de Andrés. Si Andrés dice la verdad, entonces 

Juan no vio partir el coche de Andrés. O Andrés dice la verdad. 
en 


> estab en el edificlo en el momento del crimen, El reloj está ade 
lantado. Por tanto, Andrés estaba en el edificio en el momento del 
crimen. 


B. En los ejercicios que siguen, las premisas están ya co forma simbólica 
Dar una deducción completa de la proposición que sea desea demostrar. 


1, Demostrar: O (Rs pon 
(1) sé v 0) 67 
as a 
4 3. Demos: Y r 
ros 
2 Demostrar: A (2) c 
(1) Ss 7 (9) PT 
Se apesta 
mes 
3, Demostrar: $ € T rr 
(rar or 
(Ps 7 os; 
0) R=1 meva 
4. Demostrar: $. (2) a 


(y TR Ps 


NoN6 
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(Day — ay +3 
(0) r=pts Y += 
(ely ko am 


4, Demostrar: y>=2 

(Dam) > az 
QQ) amy + sz 
(9) rte Y y>: 
Mart et 


5, Demon: 1<5 
Mes Y y, 

emy | y 

(8) x<y E y=5 + 1<5 
(5 


. Demostrar: tag0»t0.577 
(1) 1ag9=0377 — seng=0.500 E coM=0.066 
(2) senó=0.500 8 cot=0.066 — cot=1.732 
(8) sect 1.154 Y cotópe1,732 
0) secar 1.154 


|: Demostrar: 97 Y my) 


e 1<6 
()y>7 Y my + 
(8) yd 16 
0) 1<6 = ey 


Demostat: 496 

a os 
APS AO 19 

B)a<5 — 0344 

(ema e 6 

Dama 05, 


ostra 4 
Bes 18 le rt 16 
22 — de 9t18 
12 Y y=3 

1 — yes 


n 
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10, Demostrar: x<3 
(1) 1+2>5 — 1=4 
(2) xd — 14447 
(8) +47 
(0) 1+2>5 Y (5-12 £ 1<9) 


O 24 Más sobre paréntesis 


En el primer capiulo se aprendió que los paréntesis hucen cl mismo papel 
en Lógica que ciertos simbolos de puntuación y ciertas palabras hacen en 
"nuestro lenguaje cuoridiano. Los paréntesis indican el agrupamiento en pro: 
posiciones moleculares, en las que distintas agrupaciones pueden dar lugar 
a distimos significados. Por ejemplo, una proposición simbolizada en la 
forma: 


(ARBYE 
o tiene el mismo significado que una proposición simbolizada en la forma: 
AR(BVO) 


En el segundo agrupamiemo se está ciento de que se presenta A., y se esiá 
cierto también que o Bo C se presenta, En el primer agrupamiento no se 
está cierto de ninguna de las proposiciones. Sólo se sabe que 0A 8 Bo € 
se presenta, 

AL deducir conclusiones de conjuntos de premisas es esencial el uso 
sorrecto de los paréntesis, pues de otra forma no se puede estar seguro de 
la aplicación de las reglas. Se, por ejemplo, la proposición: 


ALQUR 


Sin paréntesis que indiquen el agrupamiento, no se puede decir cuál es el 
término de enlace dominante ni se puede decir si la proposición es una 
«conjunción o una disjunción. No se puede saber, pues, si se puede utilizar 
Ja ley de simplificación o quizá el modur tllendo poners. 

Se puede indicar el término de enlace dominante utilizando paréntesis 
Si la proposición está agrupada en la forma: 


PEOR 
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“entonces es una disjunción y el término de enlace dominante es «om. Es la 
disjunción cuyo primer miembro es una proposición molecular (una con- 
junción) y cuyo segundo miembro es una proposición atómica. Si está agru- 
pada 


(5) PL(OVR) 


entonces es una conjunción. Se podría aplicar la regla de simplificación a la 
proposición (2) y deducir. P, pero mo se puede dedacir P de la proposi- 
«ción (1). Tanto el significado de los proposiciones como la aplicación correc- 
ta de las reglas de inferencia dependen del uso correcto de los paréntesis, 

Indicado el agrupamiento de las proposiciones simbolizadas, el parént- 
sis nos mostrará cuál es el término de enlace dominante en la proposición 
“Se: recordará que el término de enlace condicional es más fuerte que los de 
conjunción, disjunción o negación. Cuando se presenta en una proposición 
con cualquiera de los otros, no es necesario el paréntesis para indicar que es 
el término de enlace dominante. Como «o» € «y» 300 igualmente fuertes 
_de necesita paréntesis para indicar cuál es el dominante. Ambos «y» y «0» 
00 más fuertes que «no», de manera que = se aplica sólo a la proposición 
más corta delante de la que está colocado, salvo que un paréntesis indique. 
que se aplica a una proposición molecular más larga, como ocurre en las 
proposiciones siguientes: 


(PQ) 


«ev 0) 


Ejercicio 10 


A. ¿Tiene la proposición O de R distimo significado que la proposición 
(O 8 R)? En caso afirmativo, explicar la diferencia. 


E. Soóopue que wa proposición ha sido simblizada ea la forma 
20 88), ¿Tiene ción el mismo sí e algina de lar 
DAA, ele sa popicón significado que alguna de 


Se mpone que se ha dado como primera premisa ln proposición 
PO VR o La segunda premisa es la proposición (Q VR). ¿Se puede 
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D: En cada una de las proposiciones siguientes, indicar cuál es el sétmino, 
de enlace dominante y qué clase de proposición es (conjunción, disjunción, 


negación o condicional) 

LeVS 9 ABC 
LP08R 10. (P— Q) 

3 (P->0)8R NS 
ABC 12 (P£Q)—(A £B) 
5 PV (RES) 19. (P—Q ER) 
604) MP QVR 

7. (PRO) V (RES) 15 (P= 0) VR 


8. (AB) £ (BC) 


E. Completar la simbolización de las proposiciones siguientes añadiendo. 
paréntesis donde ses necesario, de manera que la proposición simbolizada co- 


responda al nombre que se le ha dado, 
LARES A conjunción 
2LreRVS A conjunción 
FARD=C A condicional 
APaRYs A disjunción 
5er A condicional 
6er A negación 
TP ER A conjunción 
DAPR A dé 
9 A=8NVC A disjunción 
10. ABC A. condicional 
A doo A negación 
12. Ge) A disjunción 
13.[P—0 s[r—= A conjunción 
14, LA 8) A. negación 
5-5 A disjunción 


F. Para cada no de los conjuntos de premisas siguientes se ha establecido 
una conclusión. En algunos casos, la conclusión es consecuencia lógica sólo 
si se añaden paréntesis que indiquen la agrupación adecuada. Añadir los pa: 
réntesis cuando scan necesarios a fin de hacer la conclusión válida, 
2 PQ ER Premisa 

0 8R_ Premsa 


— Conclusión. 


LP—=QER Premisa 


R Conclusión. 
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3. Q8PVS Premisa 4 P=08S Premsa 
a Conclusión E e 


QES — Condusión 


9 25 Otras reglas de inferencia 


La listo de reglas dadas hasta aquí es un poco corta y esto limita un poco 
Jos tipos de deducciones que pueden hacerse. Con algunas reglas más cata: 
tamos en condiciones de efectuar más demostraciones, Se recordará que las 
replas das permiten pasar de ciertas proposiciones a otras: proposiciones 
que son consecuencia de ellas. Siempre que los primeras proposiciones scan 
¡clrta, las proposiciones que se deducen por las reglas de la Lógica son 
también ciertas. 


Lay de adición. La ley de adición expresa el hecho que si se tiene una 
"proposición que es cierta, entonces la disjunción de aquella proposición y otra 
cualquiera “ha de ser también cierta. Si se da la proposición. P, entonces la 
"proposición P VQ es 

Para juslicano, recuérdese el significado de una disjunción. La dis 
unción P Y Q indica que por lo menos una de las dos proposiciones ligadas 
por el término de enlace «o» ha de ser cierta, Recuérdese que sólo una ha 
de ser necesariamente cierto. Puerto que se he dedo P como proposición 
cierta, se sobe que P VQ Ba de ser une proposición cierta; y emo es pre- 
¿csamente lo que se entiende por una conclusión Xica válida. Cuando una 
remisa es cierta, la conclusión que se sigue de clla hu de ser cierta, 

Con ejemplos en lenguaje ordinario se ve lo obvia que es esta regla 
Si, como premisa cieta, se ha dado: 


Este libro es azul, 
entonces se sabe que la proposición siguiente ha de ser cierta, 
O este libro es azul o es rojo. 


¡Se puede también concluir: 


po 


O este libro es azul o es viejo 


O este libro es azul o es muevo, 
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y así sucesivamente. En todos estos ejemplos una parte es ieta y esto es 
tado lo que se necesita para que una disjonción sa cierta, 

En forma simbólica, si se tiene la proposición P, se puede concluir 
PVOQ0PYR 0SVPOTVP, y así sucesivamente. La abreviatura 
para la ley de adición es LA. 

Ejemplos de la ley de adición son: 


“(10 P 
(2) 0 ve LA! 
b, (1) 8 P 
(2) S VR Lar 
e (TES P 
(2) MES VR Lal 
d(TVR P 
(2) (PES)VIVR) O LA! 


Obsérvese que el orden en que se usan no importa, De P se puede deducir 
PY Qo se puede deducir Q Y P. 


Eyeacicio 11 
A. Dar cinco proposiciones que resulten de la premisa siguiente 
Algunos juegos son fáciles de aprender. 
B. Si las conclusiones son consecuencia de las premisas en los ejemplos 
us Son, esc la vilidon, Si es válido, completar la demostra: 


indicando la regla o reglas usadas y las líneas 4 las que se ha aplicado. 
una regla. Si no se ha aplicado una tegla de inferencia de las aprendidas. 


Póngase una «X» junto a la conclusión. 
s.m » 
LO P ()PVO0=R P 
Por tamos P Y Q ¡a 
4 (1) QVR=S s 
210 E (3R P 


Por tanto: Q WR De E 
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57 P 8 (0- P 
)svI—0 Por tanto: Q Y =P 
Por tano: O 
511) e P 
Dos va. P me P 
Por tanto: =P. Por tanto: PO 


10, (1) RES=1 


ES 
(2) 1=S 
(3) TY R=Q 


5. Demostrar: Y 
(Meer 
(2) ST 
1)svo 
(4) 0vr-U 


6. Demostrar: TY Q 
Mseo )s=Pe0 
(0) 1-0 as 

(0) TR 6) Peo=T 


D. Dar una demostración formal de los siguietes razonamientos: 


1. Demostrar: 944 Y 192 
(0)2>3 Y y 44 
(as —= 1>) 

6) 2 
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10, Demostrar: (4=4. Y yrE8) 8 x<3 
()a=y Y xy 
ta 
(1) (<2 V 153) de jordi + y 
(4) arta 
726 Vs — 1<3 


Atar del silogismo bipotético. Primero examinarcmos un ejemplo de lá ley 
del silogismo hipotético, cuya abreviatura es HS, De las premisas 


(1) Si hace calor, entonces Juana va a nadar. 
(2) Si Juana va a nadar, eotonces arregla la casa después de comer. 


(3) Si hace calor, entonces arregla la casa después de comer, 
Para simbolizar eÍ razonamiento, aca. 
De «Hace calor 


S=«Juana va a nadar» 
H=cArrela la casa después de comer» 


Entonces 
(M0-s P 
(2) 5H P 
0) DH as 


La conclusión es una proposición condicional. Ambas premisas son proposi 
ciones condicionales. La conclusión no dice que hace calor ni que Juane 
atregla la casa después de comer. Sólo dice lo que ocurrirá si hce calor. Com- 
idérense ls dos premisas € imagínese que el antecedente de la primera pre: 
misa es cierto, SÍ es así, entonces el consecuente de la segunda se deducir 
«on seguridad. Esto es exactamente lo que dice la conclusión condicional 
Simbólicamente si se tiene la proposición D — $ y la proposición $ —+H y si 
también se tuviera la proposición D, entonces se podría aplicar modus po- 
endo ponens dos veces y obtener H. Abreviadamente, si es D entonces 65 
H, 0 D—=H, Pero eto es precisamente lo que se concluye de D—» $ y SH 
rocdiane HS. 
En forma simbólica, a ley del silogismo hipotético e: 


de 
y oa 
se puede concluir FR 
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Puede resultar conveniente considerar que para aplicar la regla 11S, 
se dan los tres pasos siguientes. Primero, se hace una inspección general 
para comprobar que se tienen las dos condicionales requeridas. Segundo, 1e 
comprueba cuidadosamente que el antecedente de,una de las condicionales 
coincida con el consecuente de la oura. Tercero, 5e forma como conclusión 
una condicional cuyo amtecedeme es el otro antecedente de una de las pre- 
misas y cuyo consecuente es el consecuente de la tra premisa, 

En los ejemplos de la ley del silogismo hipotético dados a continuación, 
bséruese que algunos de los antecedentes y consecuentes s0n proposiciones 
moleculares, La forma, sin embargo, es la misma, 


e (1) A+ 0 
(2) 0 
(3) Pe 


E) -0VR 
(0) Qvr—= 
1 


«051 
2)T=ARVO 
0) sr VO 


e (1) (PQ) —R 
(2) R=(081) 
(3) (0) (041) 


zar pa CON gar 


Eyercicio 12 


A. ¿Qué conclusión se puede sacar, si se puede sacar alguno, por la ley de 
silogismo hipotético de los conjumos de proposiciones siguientes? 


1. Si el agua se hiela, entonces sos moléculas forman crisaes, Si ds 
moléculas forman crsals, entonces el agus aumenta de volumen 

2. Si Tomás conduce a la velocidad de 50 km/h, entonces en 9 horas 
habrá recorrido 450 km. 
Si en 9 horas ha recorrido 450 Ka, entonces habré recorrido 90 km 
más. que ayer en el mismo período, 

3. St Me, Lincoln cs elegido, entonces los Estados del Sur e sepatorán 
«on seguridad. Si los Estados del Sor se separan, entonces estallará 
ua guerra civil. 
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4. SE un huz fino de fotones penetra en un gas en una cámara de niebla, 
entonces los fotones expulsan electrones de los tomos del gas. Si 
los. fotones expulsan electrones de átomos de gas, entonces la energía 
de la luz se convierte en energía cinética de los. electrones. 

5, Si el número de representantes en el Senado está en relación con la 
Población de cada Estado, entonces Nueva York tiene más senadores 
que Nevada. Si Nueva York tiene más senadores que Navada, enton- 
ces Nueva York tiene más de dos senadores. 


B, Traducir los razonamientos en la Sección A anterior en símbolos Iógicos 
y demostrar que su conclusión es consecuencia lógica de las premisas 


€. El ejemplo 3 en la Sección A anterior muestra el carácter hipotético 
de las premisas de un silogismo hipotético, Las premisas son todas ciertas 
en este ejemplo, Pero, ¿qué se puede desir acerca de la verdad de hecho 
de las proposiciones atómicas del Ejemplo 3? Se puede añadir una premisa 
más, que se sabe que es una proposición cieta (de hecho), al razonamiento. 
en el ejemplo 5, de forma que se puede probar que sus proposiciones atómi- 
us no son proposiciones ciertas. Indicar cómo se podría probar la negación 
de aquellas proposiciones atómicas por medio de una demostración simbólica 
Formal. 


DA Utilizar la le del silogismo hipotético (HIS) en una demostración formal 
pata obtener una conclusión de los siguiemtes conjuntos de premisas. 


L (0 0--> 3. (1) S5VT=RVO 
0) PR (RYO e 
2, (1) P=RE-=S 4. (1) 5-1 
(1) REST (1) Tk 


E. Indicar una deducción formal de los siguientes conclusiones a partir de 
las premisas dadas. 
L. Demostrar: 7 2. Demostrar; P 
(1) (OR) EP (0 
()R=1 (2) 0 
() (02) 21 (3) 0=R 
3. Demostrar: 


id 
ms-reo 
(3) R=1 
9. 
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F.. Dar demostraciones formales de los siguientes razonamientos. 


1. Demostrar: (242)+2=6 —+ 34326 
(0 L+DA2=6 — 3X2=6 
(2) 3X2=6 — 3+3=6 


2. Demostrar: Se—4=3144 > 14 
(1) Sr4=3 +4 > ed 
(2) eee + 
(5) Se=3e+8 — amb > 


3. Demostrar: 96 Y 2<) 
Mo) > >: 
AOS) — Ao) —= 2<D) 
(5) 12: = 2<7 


4. Demostrar: 1=6 Y 196 
(Dart) — y<x 
() 095 =— y<) = 7.5 
(3) yA Y 6 
105 = 08 


- 5, Demostrar: x>y 
Mary —= 133 Y rey 
Da>y Vr + at 
Des —= 0) — 14) 
(A) ey 


6, Demostrar (y90 Y 1<) 8 (<y = 200) 
(is = «=0 
(2))=0 —= s4y 
()a< 8 23 
Way —= 1<s 


7. Demostrar: (0715) Y 155 
(Ma=s — 25, 
0143 o 225 
(8) (=3 — 1<0 — ez 
(4) ay — cz 
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En simbolos, la ley de silogismo disyumivo se puede expresar 


de ryo 
y PoR 
y os 


se puede deducir R VS 
o se puede deducir 5 VR. 


Puede ser conveniente considerar que para aplicar la regla DS, se han de 
dar los tres pasos siguientes: Primero, se bace una inspección general pa 
comprobar que se tienen las dos condicionales y la disjunción requeridas. 
Segundo, se comprueba cuidadosamente que los dos antecedentes de las dos 
condicionales son precisamente los dos miembros de la disjunción. Tercero, 
se forma como conclusión una disjunción cuyos miembros son precisamente 
Jos dos consecuentes de las dos condicionales. 

“A continuación se dan varios ejemplos de la ly del silogismo disyun 
tivo, En la conclusión se puede poner como primero cualquier miembro de la 
disjunción. 


Ln =>ryo P 
(2) PR P 
a 0-s P 
ES DS 1,2,3 

2(1rvo 
2) AR 
(3) Qs 
(4) 5 VR 

3. (1) PV 0 
2) PR 
(3) 0 
MrVS 

4 (1Py=0 
2) PR 
(3) -0—s 
Mr vs 

seva 
DP 
13) 0-5 
(MS VR 


gar» 
a 


1,2,5 


guna gros gon 
* 


1,23 
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Eyercicio 13 


¿Qué se puede concluir de cada uno delos siguientes conjuntos de pre 
isas por la ley del silogismo disyuntivo? Dar como conclusión una propo. 
sición en lenguaje comente 


1. O Juan tiene mayoría o Pedro tiene mayoría. Si Juan tiene mayoría, 
entonces Pedro será el tesorero, Si Pedro tiene mayoría, entonces 
Juan será el tesorero. 

2. Este número o es un número positivo 0 es un número negativo; Sí 
«s un número positivo, es mayor que cero. Si es un número negativo, 
«$ menor que cero. 

3, Esta oca o es pledea caliza o es granito. Si s piedra caliza es sodh- 
mentar, Ses granito, es ignes, 

4. O la cámara fue adquirida legalmente por el vendedor la cámara es 
mercancia robada. Si la cámara fue adquirida legalmente por el ven- 
dedor, entonces es mi cámara. Si la cámara es mercancia robada, 
entonces Tomás es su propietario legal. 

5. O la planta es una planta verde o es una planta no verde. Si es una 
planta verde, entonces fabrica su propio elemento. Si es una planta 
o verde, entonces depende de las materias de otras plantas para su 
alimento. 


B. Simbolizar Jos razonamientos en la Sección A y demostrar que las con- 
elusiones s0n consecuencia lógica de las premisas. 


C.' Utilizar la ley del silogismo disyuntivo (DS) para obtener una conclu: 
sión de cada uno de los siguientes conjuntos de premisas: 


1 (Prv>0 3. (1) TVs 
(2) 50=R e)... 
(5) Ps (3) 10 
2()0vr 4 (1) (RS) VT 
(2) 0—-s (2) (15) 0 
(3) RT (3) Tr 


D. Dar una deducción completamente formal de las siguientes conclusiones 
“a partir de las premisas dadas: 
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L Demostrar: RE (PV O) 3. Demostrar:=0 €S 


(meva (1) Sr 
(2) 0=R (rv 
Pr (5) 01 
(91 
2, Demostrar: Y 4. Demostrar $ 
(MP mMeP-o 
0) RS 0) 0 
6) PT mr 
4) -s (0) PY res) 
5, Demostrar: 1 4 =P 
(MS Ye 
E 
0.” 
(e 


E. Dar una demostración formal de cada uno de los razonamientos sie 
pulentes: 
L. Demostrar: 1=3 Y q=2 
(D) xty=? — 02 
(2) ym? — 43 
(3) x4y=7 Y y 
2. Demostrar: 152 Y am: 
(Daisy — 1=2 
(2) x<y Y 1 
(8) 14) = 1>2 


3. Demostrar: y=1 
(1) Lety=7 — 2e=á 
0) let) — 321 
(3) 2e+y=7 Y 2ety 
(4) 24 


4. Demostrar: y=I Y y=9 
() Ar=2 Y 1=8) — 1=6 
O) 24321 
B)x=2 = 
6) =8 — 
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5. Demostrar: (x£z) Y (2946) 
(255 Y y46 
(2) y46 — 1<z 
(005 = y<e 
(yt E 26 


B. Demostrar: x9t4 Y x>y 
(1) y=0 — xy=0 
(2) y=0 Y yal 
(3) 9=0 Y 9>3 — 104 
(yal = 9>3 


7. Demostrar: y<12 Y x<0 
Wes Y ye 
(2) y<1 — 1>6 
(3) a<y —= 1<7 
(9) (1>6 V 1<7) — 3211 
(5) y>11 Y .<0 


B, Demostrar: xl=4 Y atm 
(1) 2 10x+12=0 4 1<4 
(2) 514650 —= 12 Y 1=3 
012 = det 
(4) 13 = 49 
(5) 210041290 —= 50H 
9, Demostear x+1Dy Y xr4 
(1) 4=5 —= x<) £ 191 
(2) y>5 V y 
(8) 2<y Y yt — abldy £ y<0 
(1735 =— y>4 


(2193 Y 2<2 = 2<x Y y=1 
as — 2<2 


(4) 5 — 093 
(5) 2<x — x=4 
(6)y=1 —= (053 V 2<2) 


de simpliicación disyuntiva. Si alguien dice «El equipo de los “Gigan- 
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te" ganará o el equipo de los “Gigantes” ganará», se puede concluir que 
opina simplemente que «El equipo de los “Gigantes” ganarás, En forma 
simbálica cl razonamiento es: 

evo 


por tanto 
Ss 


Es 6 n ejemplo dla y de iplcación dun, a e 
Algunos ejemplos de esta ley so0: 


a (Mer P » (1) 0 V 0 P 
ar Dri (2) 0 DPI 
“ (1) (PQ) V(P 20) $ 
-Q)r RO DP! 


Obsérvese que las posibilidades de simplificar una disjunción son mu 
menos que las de simplificar una conjunción. En el caso. de una disjunción 
las dos proposiciones han de ser exactamente la misma, 
Una aplicación importante de la ley de simplificación disyuntiva se pre- 
senta cuando un silogismo dispumtivo tine la siguiente forma especial, 
vo 
PoR 
o. 


Por tano, 
RR 


En este caso particular se puede simplificar la conclusión R VR redu 
ciéndola a R. Pues si R Y Res cierta, entonces R ha de ser cierta. La infe- 
rencia de RW Ra R es un ejemplo de la ley de simplificación disyuntiva. 


Eseacicio 14 


A. Utilizar las leyes del silogismo disyuntivo y simplificación: disyuntiva 
para obterer una conclusión de cada uno de los siguientes conjuntos de 
premisas simbolizadas. 
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L0)sy=" 3. (1) SR 
(2) IR (2) TR 
(3) sr (6)SwT 
2 (1) 08 4 (1) 225 
()Pv=0 (2) 0 Ye 
(5) Ps (3) 05 


B. Si se cree que el razonamiento siguiente «tiene sentido», ¿podría ex 
ponerse el motivo? 


Si Juan es elegido, entonces José será nombrado presidente del comité. 
Si Tomás es elegido, entonces José será nombrado presidente del co- 
mié, 

O será elegido Juan o será elegido Tomás. 

Por tanto, José será nombrado presidente del comité. 


€. ¿Qué conclusiones se pueden sacar de los siguientes conjuntos de pre- 
misas utilizando las leyes del silogismo disyuncivo y simplificación disyun: 
tiva? 


1. O hay tres miembros del comité o hay cinco miembros. 
Si huy tres miembros, entonces no habrá empate de votos 
Si hay cinco miembros, entonces no habrá empate de votos. 
2. Si esta figura tiene tres lados, entonces es un triángulo. 
Si esta figura tiene tres ángulos, entonces es un triángulo, 
Esta figura cerrada o tiene tres lados o tiene tes ángulos, 
3. O el equipo de los «Osos», o el equipo de los «Tigres» acabará 


primero. 
Si el equipo de los «Osos» acaba primero, entonces el equipo de 
* los «Caballeros» será tercero. 

Si el equipo de los «Tigres» acaba primero el equipo de los «Ca- 
balleros» será tercero, 


D, Dar una demostración formal de las siguientes conclusiones a partir dee 
los conjuntos de premisas dados. 


L. Demostrar: 7 8:52, Demostear: Q 3, Demostrar: 5 4 R 
(Mea (Mmavs 01s-” 
(Dryr (2) $1 (2) 
(1) R=-0 (5 (3) TR 
(4) 1-0 


Os 
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E. Simbolizar el razonamiento siguiente y después probar que la conclusión 
se puede deducir lógicamente de las premisas. 


Juan o alcanza 63 puntos en el examen 0 alcanza 70 puntos 
St Juan alcanza 65 puntos en el examen, entonces no obtiene la cli 
cación de «Bien», 

Si alcanza 70 puntos en el examen, no obtiene la calificación de «Bien». 
Si Juan estudia, entonces obtiene la calificación de «Bien» en el examen, 
Por tanto, Juan no estudia. 


F. Dar una demostración formal de cada uno de los razonamientos sl 
guientes: 


L. Demostrar: 1<4 5. Demostrar: —(a»t5) 
(amy Va Mor — 107 
(2) 1<4 V rte (2) 1<6 Y 2=3 
(Samy — 1<z (3) x=3 — 2>x 
(ay cz (4) x<6 = mx 


(5) x=7 Y 125 
2. Demostrar: e=1 
(1) Qe4y=5 — 2e 


(2) 2rt)=5 Y y=3 lod 
(8) 2r=2 — 2=1 E 


d) y=s + 2em2 
12 (ty — amy 
Des vr 


3. Demostrar: x=2 7, Demostrar: si=9 Y 2299 
(1) .<3 Y 154 ()a=3 Y ema 
()1<3 = xmy (and — 4 120 
Mot st 0) 1=4 — 17120 
(6) <p Vary () 2-4 120 — 192 
074 Re m2 es — 02 
(6) ix0 —= si=0 Y 2299 
4. Demostrar: x2=9 8. Demostrar: cosó=34V/3 Y csc0= 
(1) r=(+3) = 24=18 (1) 021500 —» sent=iá 
(+ Ys (2) 0=30* Y a=150* 
0-9 —= 218 (3) sent= Já — esc 


(5) 2818 + 29 (4) 4=30% — senó=lG 
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Leyes conmutativas.. Estas reglas, probablemente, parecerán muy triviales; 
sin embargo, se han de enunciar, pues no se puede dar ningún paso como 
conocido, si no se tiene una regla explícita que lo permita. El razonamiento 
que sigue es un ejemplo del uso de una de las leyes conmutativas. 


Galileo murió en 1642 e Isaac Newton nació en 1642, 
Por tanto, Isaac Newton nació en 1642 y Galileo murió en 1642, 


En forma simbólica: 
De PeQ 
se deduce Q 8 P, 


Es muy obvia, pues se sabe que el orden de las proposiciones atómica 
en una conjunción no afecta al significado de la proposición molecular. Sin 
duda, todo el mundo alirmaría que siempre que P 8 Q es cieriaQ EP 
es también cierta. Recuérdese que esto cs precisamente lo que se exige para 
una buena regla de inferencia: siempre que las premisas scan ciertas la 
conclusión ha de ser cierta, 

Otro tipo de proposición molecular 4 la que se aplica la ley conmutaiva 
des la siguientes 


Ox es mayor que cinco o x es igual cinco. 
¿Es válida la conclusión siguiente? 
Ox es igual a cinco o x es mayor que cinco. 


La respuesta es «sí», puesto que efectivamente es cierta si la premisa lo es: 
Pao os l forma de lady comu simbcizaos et ronamin- 
so, 


Pax es mjor que cinco. 
Q= ex es igual a cinco». 


De .va 
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La ley conmutativa se aplica a conjunciones y disjunciones; es decir el cam: 
bio del orden de Jos dos miembros de las conjunciones o de las disjunciones 
o altera su significado. La ley conmutativa no se aplica a las condicionales. 
AA continuación se dan otros ejemplos: 


“(PEO P e (1) =P Y 0 » 
(2) 0 8P CL1 (2) 0 Y =P CL1 
(> .o P 
()0r-> rn] 


La abreviatura de esta regla es CL. 


Ejercicio 15 


A. Aplicar la ley conmutativa a las proposiciones siguientes para obtener 


¡na proposición diferente. 


1, La adición es una operación binaria y la multiplicación es una ope- 
ración binaria. 

2. O una fuerza actóa sobre un cuerpo o la velocidad del cuerpo no 
vaca, 

3. O el tío de Juan es un senador o es un representante en la Legislatura 
del Estado. 

4. Antonio vive en la calle dl Mercado y Tuan enla cae del Sl. 

5. O el hidrógeno es un líquido 0, es un gas 


B. ¿Qué conclusión se puede sacar de ls siguentes premisas ¡uilizando la 
ley conmstativa? 


1 (1) eva P 4 0) TVs P 
2 (1) ROS » 5 (1) 0vr P 
30Pes P 


(€. Demostrar que las conclusiones siguientes son válidas dando una deduc- 
ción formal completa. 
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1 Demostrar: $ %Q 6, Demostrar: =5 
mevr (Mrs 
> (2) 0=1 
()P=085 (5) 0 

(e 

2. Demons: KR 81) 7. Demostar R 
(REO 0) s—RVT 
ers > 
(reo 0 

3, Demosar 5 8 R 8. Demostar: 0 8 P 
ION (1) T=P 8-0 
(1) 0—-e (TV 
(9) Te mr 
(avr 

4. Demostrar: RYO 9, Demostrar: Y 
(1) SR (MPV=e 
()svtT (5 
(9) 1 (Ps 

(4) 21 

5. Demostrar: Y 10, Demontrar: =P 
1m--a (1) RT 
(9 Or (1s-0 
0) (PR) >8 (5 Tv 0» 
Msvr mrvs 


11. Demostrar: y 44 8 <p 
(ay Y rss 


(Dist — xy 8 yet 
6) = x=4 
6) 17 


12. Demostrar: 193 8 y<5 
(1) 283 Y y=3 
(9 152 Y 1+yp5 
73 Y 3 > 4395 
(M=0<5 4 93 — 292 
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Demostrar: x<3 8 7=7 
(M)x<3 4 y>6 

(Dit? m2 de 172) 
(336 8 1<3 = yor 8 s=2 
ls, Demos a=1 8% (Y<1 Y y<2) 
(Dx+d=5 Y Irtg=1 

(142 Y ay — y<2 V y<l 
(3) 3x+4y 
(9) 237 Y rez 

(5) tds — m1 


15, Demostrar: 1<6 


(ay Y x<6 

Mo) => 

(3) 04 —= 1=5 8 x<7 
(1<6 —= 1=35 8 1<7 
(IST 8 md + 23 V y 
(6) 1>y = >0<z V 290) 


— Las leyes de Morgan. En el lenguaje corriente ocurre a veces que hay pro- 
posiciones enunciadas de manera distinta que tienen el mismo significado. 
Por ejemplo 

(1) No Mueve y no hace sol, 
ve puede también expresar, en forma algo forzada, diciendo: 
(2) No ocurre que llueva o que haga sol. 


'i(1) y (2) significan lo mismo en el lenguaje corriente, entonces en Lógica 
será vlido conclule (1) de (2) 0 (2) de (1) lo que expresado en símbolos es: 


(4) de P. 8-0 se puede concluir (PV Q) + 


(B) de —(P VQ) se puede concluir. —P 8 0. 


Así (b) dice que sino se tene o Po O, entonces mo se tiene Py no se 
tiene O. La regla que permite esta conclusión es una de las denominadas 
leyes de Morgan. 
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Las premisas de (4) y (5) son dos de las formas proposicionales mole- 
¿lares a las que se les puede aplicar las leyes de Morgan, Estas leyes tam. 
bién se aplican a otras formas proposiionales, como se puede ver al consi: 
dear las dos proposiciones equivalentes: 


(9) O no hace caloro no nice PA 

es 
(4) No hace a la vez calor y nieva, y 
y em forma más lógica, 


(4) No ocurre. a la vez que huce calor y 
que nieva. 


Puesto que (3) y (4) tienen el mismo significado, una puede deducirse de la 
otra. Por tanto, en símbolos lógicos se puede escribi 


(e) de —P Y 0 se puede concluir (P $ Q), 
(4) de —(P 8 Q) se puede concluir —P Y 50. 


(e) y (4) son, pues, otros dos ejemplos de la aplicación de las Jeyes de 
Morgan, Otro caso es: 


(e) de P 8 Q se puede concluir (=P Y 0). 
y finalmente: 
()) de «PY 0) 5e puede concluir P 8 10 
(Con frecuencia hay más de un forma posible para la conclusión. Afro 
tunadamente, estudiando las diferentes formas proposicionales a las que se 
aplican las leyes de Morgan se obriene wn modelo que se puede seguir 
siempre. Será posible entonces enunciar las leyes de Morgan como una re: 
la que se aplicará a cada una de las formas de premisas cn las que puede 
y en todo caso se obricne la forma de la conclusión deseada, Para 
Hallar este modelo examinaremos cuidadosamente las seis formas proposicio 
males dadas. 
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Primero, obsérvese que la premisa es siempre de una de las tes formas 
siguientes: (1) una conjunción como en (4) y (e); (2) una disjunción como 
en (€); 0 (3) una negación como en (5), (d) y (/). Si es una negación, hu 
de ser la negación de una conjunción como en (4) o la negación de una dis. 
unción como en (B) y (/). La premisa 1o es munca una condicional, mi la 
"negación de una condicional, ni la negación de una negación. 

Segundo, obuérvese que si la premisa es una negación, la conclusión no 
es una negación como en (b), (4) y (/). Y si la premisa no es una nega- 
«ción, entonces la conclusión es una negación como en (a), (c) y (£); Una 
fórmula completa se niega, o bien añadiendo un símibolo de negación delante 
de la fórmula, o bien quitando el símbolo de negación delante de la fórmula, 

Tercero, obuérvese que Ee se cambia siempre en N y V en 8. 

Cuarto, obsérvese que cada miembro de una conjunción o disjunción 
siempre gana o pierde un símbolo de negación. Asi, al aplicar las leyes. de 
Morgan cada miembro se niega. 

Resumiendo, lo que se ha de hacer para aplicar la leyes de Morgan, 
«cuya abreviatura es DI, como una regla de operación, es verificar los siguien 
tes pasos: 

1, Cambiar 8 co Vo Ven 8; 
2. Negar cada miembro de la disjunción o conjunción; 
3. Negar la fórmula completa. 


En el ejemplo que sigue estos tres pasos se dan cada vez que se han 
aplicado las leyes de Morgan; pero haciendo diferentes elecciones de la 
manera de hacer cada una de las tres negaciones, se han obtenido conclu- 
siones en dístinta forma. Obsérvese que se puede elegir la manera de negar 
EA a ai 7 pu y acid e ic de 


0) e 20) P 
2)Pv-0 DL1 
(3) —? Y 0 DLI 
(4) XP v 0) DL1 


(5) SAP VO) DL 
'Alganos otros ejemplos de la aplicación de las leyes de Morgan són 


«A Mita 

“Po y=0 AP RO) 

Mies: ¿ANO 

+ Y 0 + 40 
e 4-0 
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Ejercicio 16 


A. ¿Qué se puede concluir de las premisas siguientes utilizando las leyes 
de Morgan? 


1. O los arácnidos no son insertos o no tienen ocho pate. 

2. No ocurre que o el aire es un buen conductor del calor-o el agua 
«s un buen conductor del calor, 

3. No ocurre que un número es a la vez mayor que cero y que es ne- 
gatvo. 

4. El río Misisipi no corre en dirección Norte y el río Nilo no corre 
en dirección Sur. 

3. No ocurre que los murciélagos son pájaros o que las fos son peces. 


€. Aplicar las leyes de Morgan a las siguientes proposiciones para deducir 
conclusiones. 


L=(P 80) A 9 (=P 410) 
2 RV 6 PEO 10. 5 Y 1 

3. (RS) 7? 850 RES 

4 6 YM 810 VD) 12, (A € 0) 


D. Indicar una demostración formal completa para cada uno de los. tiño- 
amientos. simbolizados siguientes. 


Lo Demostrar: =S 3. Demostar: g 8 Q 
(1) e 4 0) (1 SP > 
(2) 0-1 ()T=04R 
(9) PT ms 
(4) Sr 

2. Demostrar: (A Y 8) Demostrar: —R 
(1) ceo (1) P=0 
(2) CA (9) 028 
AS (3) (P—=8) 1 


(4) R=T 
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3. Demostrar: D 8, Demostrar:R $ 0 
(1) 48 meva 
(cs ()5—08R 
ES rs 
(4) e vo (9 0-5 

6. Demostrar: 1 9, Demostrar: G YH 
(MT=PeS (EVE 4 
a) OP ()1>E 
O) Rs Mx 
WMrvo (MIvK 

7. Demostrar: —P 10, Demostrar: 5 € Y 
MR e (1) (e Y e) 
(2) (RES) YT (20vr 
(0) T-(0vU) rs 
(4) 0 8 U (4) (045) (1.85) 


E. Dar una demostración formal completa para cada uno de los razona: 
raientos siguientes. 


L. Demonrar: 2(a=3 8 <0) 
()=0<2 £ 1=3 


2. Demostrar: (1=5 8 y=4) 
(73 
O) eb ys 
(ay=e Vo 


3. Demostrar y=2 € xy 
(1) =0>5 2 056) 
(6 ey 
(95 + > 


4. Demostrar: x>y 
Me 
()a<y V (033 V sty<5) 
6193 —= 9) Y 322 
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Demostrar: 2(:=2 Y y<5) 
(1) TG —r=2 Y s+y +8) 
(2) >) Y y<5) 
G) 2 1498 


6. Demostrar: x<y Y pod 


-.. 


10, 


(Ma=l => cy 
(0) Pári3=0 — amd Va 
(3) 1=y Y 1414370) 
)a=3 —= 1<y 


Demostrar: 243249X3 VW 2x941x4 

(1) 2x3=1x4 8 243=3X3 —= 243=6 
(2) 24346 Y 2x3=5 

(3) 2355 


Demostrar: s—yo42 
(Maty E 1ty>7) 

(2) aby — 1<4 

(Sa yar + 
yl 
Demostrar: m1 

(1) 3<S Y 9N E y=2 
(2) ty V r=l 

Mo: => 

(4) rpe — x<y 


Demostrar: (r=) Y y 21) 
Mya e yal 
()y3L —= y<1 V 31 
()r=3 V 053 
(0133 1%) 
(5) 23 — 00) 


e 26. Proposiciones bicondicionales 


Hasta aquí se han analizado proposiciones moleculares utilizando sólo cuatro 
sémminos de enlace de proposiciones. Hay otro término de enlace de propo- 
sicions que se utilizará más tarde. Ese término de enlace es asi y sólo sin. 
Las proposiciones que uilizan este término de enlace se denominan propos. 
ciones bicondcionles. El símbolo que se utilizará para cute 1érmino de em 


ace ess 
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Este símbolo es muy significativo para la proposición bicondicionl. El 
signo aparece como dos signos condicionales que van en sentido opuesto, 
Elccrivamente, una proposición bicondicional se parece extraordinariamente 
a dos proposiciones condicionales. Para ilustrar esto se considera un ejemplo. 
en el lenguaje abiunl: 


Estos campos se inundan si y sólo si cl agua alcanza esta altura. 
En forma simbólica la proposición sería: 
P-0, 


donde: P es cl símbolo de la primera proposición y Qs cl símbolo de la 
última proposición, Se puede leer esta proposición: P si y sólo si O. 

La proposición bicondicional P «+ Quiene la misma fuerza que dos pro- 
posiciones condicionales; primera P —» Q y segunda, Q —» P. La proposición 
en castellano significa que si el agua alcanza cierta altura, entonces el campo, 
se inunda, También significo que si el campo se inunda, entonces el agua 
alcanza cierta altura. 

A se tiene una mueva regla que nos permite deducir ambas P— O y 
Q—+P de P ++ Q, Esta ley se denominará la ley de las proposiciones bicon- 
dicionales, LB. En simbolos permite los siguientes razonamientos. 


Lo Po «Pro » 
Po 1a P=0)4(07) 18 
A » 
A E ? 
Po 1 


Se adoptará la regla de que la bicondicional «sy sólo si es más potente 
que cada uno de los otros términos de enlace. Asi, sin parénteso, se 
sabe que: 
PR er 
es una bicondicional y nunca una condicional o conjunción. Para convertirla 
en condicional, son necesarios paréntesis, como se indica en 
P (005 EP). 
El consecuente de esta condiciona es una bicondicional. Si se quiere que el 
Sonsecuente sex una conjunción, hacen falta paréntesis adicionales como en 
P (095) 28). 
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Puesto que «-» domina los otros términos de enlace, mientra los paréntesis 
mo indiquen lo contrario, las fórmulas siguientes Son también. bicondicio 
ales: 


a Pm 0 PROS e SV TP 
RES+PLO PUQÓRYS es 
Ejercicio 17 


A. Nombrar cada uno de los términos de enlace que se encuentran en las. 
proposiciones siguientes: 


1. Este metal se funde si y sólo si se somete a un calor muy intenso. 

2, Patinaremos si y sólo si el hielo no es demasiado delgado, 

3, Tomás irá andando si y sólo si ha perdido el coche 

4. El sonido se propaga s y sólo si hay un medio transmisor, 

5. Esta figura tiene cuatro ángulos interiores sí y sólo si tiene cuatro 
lados 


B. Simbolizar completamente las proposiciones de la Seción A anterior, 
indicando las proposiciones atómicas que son simbolizadas por cada simbolo 
Bora. 


C.. Simbolizar completamente las premisas y conclusiones de cada uno de 
los razonamientos siguientes y dar una deducción formal: 


1. Esta ley será aprobada en esta sesión si y sólo i es apoyada por la 
mayoría. O es apoyada por la mayoría o el gobernador se opone 4 
«lla, Si el gobemador se opone a ela, entonces será pospuesta en las 
deliberaciones del comió. Por tamo, o esta ley será aprobada en esta 
sesión o será pospuesta en las deliberaciones del comité. 

2. El Sol.sae y se pone si y sólo sila Tierra gira. La Tierra gra y la 
Luna se mueve alrededor de la Tierca, Por tanto, el Sol sale y se 
pone o el clima es muy caliente o frío. 

3 dxO=12 es 54545=I2 
Axa 
54Í +5 12 > 4x4=13 
Por tanto. 3% 5912 

4. El terreno puede ser cultivado si y sólo si se provee de un sistema 
de riego. Si el terreno puede ser cultivado, entonces eriplicará su 
valor actual. 
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Por tanto, sí se provee de un sistema de riego, entonces el terreno. 
vriplicacá su valor actual. 

3. Un líquido es un ácido s y sólo si colorca de azul el papel de torna: 
sol rojo. Un líquido colorea de azul el papel de tornasol rojo si y 
sólo si contiene iones de hidrógeno libres, 

Por tano, un líquido es un ácido si y sólo si contiene iones de hidró 
eno libres. 

6. Si no ocurre que si un objeto flota en cl agua entonces es menos 
“denio que el agua, entonces se puede caminar sobre el agua, Pero 
o se puede caminar sobre el agua. 

Si un objero cs menos denso que el'agua, entonces puede desplazar 
una cantidad de agua igual a su propio peso, 

Si puede desplazar una cantidad de agua igual a su propio: peso, 
entonces el objeto flotará en el agua. 

Por tanto, un objeto Motará en el agua sl y sólo si es menos deoño, 
que el agua. 


D. Dar una demostración formal completa de cada uno de los razonamientos 


L, Demostrar: 2X9=54+5 — 2x4=444 
(1) 24m RA + 25 


2. Demostrar: x=4 0 94214 
(1) 3e+2 14 + Gem? 
(2) dem 12 er 4 


3. Demostrar: 1+y=5 
(1) Sety= HI 39 
(39 = drty= ll y 
6) m2 V x4y=5 


4. Demostrar: (20748 8 9) 
(1) 26 + 13 
(deb e m4 
0) 2=6 Y x= 


5. Demostrar Uy =2 € r4227) 
(1) Sr=15 + 23 
(2) Se=15 8 dim 12 
()x=2 — 2+2=7 
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6. Demostrar x<y 8 xr 
Wyér e a) Y <p 
(2) y<L Y y»i) 

7. Demonar: x<J +» y>x 
Mor o 


8. Demostar «<p 8 y>6 
(Mes 94 
2) y=6 + rry=10 
(3) y>4 £ (erro 10) 


9. Demostrar: xy oO 
(ya + 1=0 
(20 + 120 
6) ya. 


10, Demostrar: (+<y de a=1) 
Way — 1 
(ym +. rey 
(3) 1=0 Y =0 — 30 
(emy — 320) — 10 


e 27 Resumen de reglas de inferencia 


Se ha visto que uno de los objetivos importantes de la Lógica es la inferencia 
/ deducción de conclusiones de conjuntos de premisas, Para hacer deduccio: 
es som necesarias ciertas reglas de inferencia. Estas reglas operan igual que 
las reglas de cualquier juego. Permiten hacer ciertos movimientos. Cada mo 
vimiento permitido por las reglas es un paso en inferencia; una proposición 
se puede deducir si se han dado otras proposiciones. Hasta aquí, en nuestro 
estudio de la Lógica, se han aprendido catorce reglas de inferencia, las sul 
cientes para poder hacer deducciones largas y bastante complicadas. En las 
“demostraciones formales o. deducciones se jusifica cada paso de inferencia 
haciendo referencia ala regla particular de inferencia que permite aquel paso. 
Se indica esta regla poniendo la abreviatura de su nombre a la derecha del 
paso de inferencia. Es también necesario indicar los números de las líneas 
en la inferencia de las que se ha deducido cada paso. 

Las reglas de Lógica no son, evidentemente, reglas elegidas alzar. Son 
de tal forma que sólo permiten hacer inferencias válidas, Una inferencia vá 
lia esla que es consecuencia lógica de las premisas. Eso significa que 5 las 
premisas son ciertas, la conclusión que se sigue ha de ser también cierta. La 
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peculiaridad de las reglas de inferencia es el asegurar que si se ha dado un 
«onjunto de proposiciones verdaderas as conclusiones que se pueden deducir 
de estas proposiciones scrán también verdaderas. 

Para proseguir cn el estudio de la Lógica es esencial estar muy familia: 
rizado no sólo con la idea misma de inferencia válida, sino también con cad 
regla particular de inferencia que permite realizar un paso lógico, Si mo e 
«conocen bien estas reglas lógicas no se es capaz de planear una estrategia 
que ayudará a alcanzar la conclusión deseada. 

Al final de esta sección se de una tabla con cl nombre de cada regla 
y la forma de la misma, Se puede urilizar como tabla de referencia. Recuér- 
dese que la forma de la inferencia es la misma tano si las partes de la pros 
posición molecular son proposiciones atómicas simplemente a son asu vez 
proposiciones moleculares, 

Es la tabla se ha evitado recargara dándole forma de una demostración 
formal y se ha empleado simplemente una línea horizontal, Debajo de la 
linea se ha escrio la proposición que resulta de aplicar la regla a la propo- 
sición o proposiciones anteriores a la línea. En una demostración, las pro- 
Posiciones anteriores a la línea pueden ser premisas u otras lincas deducdas 
anteriormente. 


Tabla de re — de inferencia 


Modus ponendo ponens (PP) Modus tollendo tollens (IT) 
eo PQ 
P 0 
a > 
Modus tollendo pomens (TP) —— Doble negación (DN) 
Pvo  Pvo a e 
+ 2 Sa 3 
o P 
Regla de simplificación (5) Regla de adjunción (A) 
PRO PRO d P 
e a be hal 
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Ley del silogismo hipotético. Ley de adición (LA) 


(us) e a 
P-0 =p 
ar PVa  Pva 
PoR 

Leyes de Morgan (DL) 


1. Cambiar 8 por Vo V por 8 

2. Negar cada miembro de la 
conjunción o disjunción 

3. Negar la fórmula complet. 


Ley de la simplificación Ley del slogiumo 
disyuntiva (DP) lisumivo (DS) 
eve rva rva 
= Pr Pr 
E as % .0-s 
Rvs syr 

Leyes commutativas Lay de las proposiciones 
Bicondicionales (LB) 


PQ 


CAPITULO 3 


CERTEZA Y VALIDEZ 


O 3.1 Introducción 


En nuestro estudio de Lógica, nos hemos ocupado de probar la validez de 
conclusiones dadas ciertas premisas. Hemos aprendido que si las premisas son 
afirmaciones cierta, entonces las conclusiones que se siguen lógicamente de 
«llas han de ser ciertas. Se pueden encontrar algunos razonamientos refern- 
tes a proposiciones en lenguaje corriente en los que sabemos que las premisas 
son afirmaciones ciertas y que las conclusiones son también ciertas, ¿Indica 
esto que la forma de inferencia que va de dichas premisas ln conclusión es 
Tógicamente válida? La respuesta cs, no. Pueden presentarse otros casos de 
razonamientos del mismo tipo cn los que los premisas sean ciertas, pero la 
conclusión sea falsa. Un caso aislado en el que premisas ciertas conduxcan 
1 conclusiones ciertas no es suficiente para demostrar que una inferencia da 
£s válida, 

Se puede decir que un raxonamiento es válido sólo cuando se puede sow 
ener la afirmación indicando cada una de las reglas de inferencia empleadas 
para cada proposición deducida. En el Capítulo 2 se dieron algunas reglas de 
Ínferencia que permiten sostener esta afirmación de validez, Se presenta la 
cuestión: ¿Es posible que existan inferencias proposicionales válidas sin que 
Jas reglas dadas sean suficientes para apoyarlas? 

Supóngase que alguien sugiere como regla de inferencia que si se tiene 
la proposición P — Q, emonces se puede dedocir la propotición PV Q. 
De otra formu,que si P— Q es una proposición cierta, entonces la proposi- 
ción —P Y Q ha de ser siempre cierta. La inferencia es, en efecto, válida. 
Pero si se considera la lista de reglas de inferencia estudiadas hasta ahora, 
mo se encuentra ninguna que permita pasar directamente de esta premia a la 

Hay muchos casos de cstós, de inferencias vilidas, para las que no 
se ha imroducido ninguna regla especifica. Buesto que cada inferencia que 
se sugiere es o no válida, descaríamos poder demostrar la validez o la no 
validez de la misma, sin duda alguna. Si se puede llegar a la conclusión 
utilizando muestras reglas, entonces es válida. SÍ 5e puede encontrar un caso 


uz 
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del tipo de la inferencia sugerida en el que las premisas son Gietas y la con- 
«lusión es fals, entonces se sabe que ez un razonamiento no válido porque 
premisas válidas conducen únicamente 2 conclusiones válidas. 

Pero supongamos que después de muchas temativas no se ha: podido 
encontrar una demostración. Esto no demuestra que no ses válido el razo. 
namiento. Y si suponemos que después de mucho tiempo no se ha podido 
hallar ningún ejemplo que demuestre que el razonamiento no es válido, sto 
tampoco demuestra que es válido. Lo que se necesita en estos casos cs un 
método general para demostrar la validez o la no validez. El propósito de este 
cxpllo y del siguieme es introducir un método que será adecuado para 
tratar cada ejemplo posible de inferencia proposiciona!. 


0 32 Valores de certeza y términos de enlace de certeza funcional 


Se empezará con la idea de que cada proposición ha de tener un valor 
de certeza; cada proposición ha de ser cierta falso. El valor de certeza de 
una proposición cierta es cierto, y el valor de certeza de una propos 
falsa es Jolso. Cada proposición atómica o molecular tiene uno de estos dos 
valores de certeza posibles 

Si e conocen los valores de certeza de las proposiciones atómicas dentro 
de proposiciones moleculares, entonces es posible dar los valores de certeza 
de las proposiciones moleculares; pues los cinco términos de enlace que se 
an empleado para formar proposiciones moleculares son términos de enlace 
de certeza funcional. En consecuencia la certeza o faledad de una propo- 
sición molecular depende completamente de la certeza o falsedad de las propor 
siciones atómicas que la componen. Para determinar la certeza o falsedad 
de cada proposición molecular sólo es necesario conocer la certeza 0 false- 
“dad de sus proposiciones atómicas y los términos de enlace que las ligan. 
Se estudiar por separado cada término de enlace de proposiciones y se verá 
cuál es su comportamiento, 


Conjunción. «y» es un término de enlace de certeza foncional, de manera 
que se puede decidir el valor de certeza de la proposición P 8 Q si 5e 
conocen los valores de certeza de la proposición P y de la proposición Q. 
La conjunción de dos proposiciones es cieta si y sólo si ambas proposiciones 
son ciertas, Por tanto, sí P £e O ha de ser una proposición cera, entonces 
P. ha de ser cierta y (ha de ser cierta. No importa aquí cuéles scan las 
dos proposiciones que se han unido por medio del sérmino de enlace «y». 
En Lógica se pueden ligar dos proposiciones cualesquiera para formar una. 
conjunción. No se requiere que el contenido de una de ellas tenga relación 
con el contenido de la otra. + 

Hay cuarto combinaciones posibles de valores de cereza para propo- 
siciones de la forma P y Q. Recordando que la certeza de la conjunción 


Sopa 
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P 8 Q depende de los valores de certeza de aquélla, se trata de hallar las 
combinaciones para las que la coojuación P e Q será una proposición cierta. 
Las cuatro combinaciones posibles son: 


Pes cierta y Q es cierta. 
Pes cierta y Q es falsa, 
Pes falsa y Qs cierta. 
Pes falsa y Qs falsa, 


La regla práctica paca conjunciones es: La conjunción de dos proposiciones. 
+s cierta si y sólo sí ambas proposiciones son ciertas. As se concluye: 


Si Pes cierta y Qs cierta, entonces PR Qe 

Si Pes cicita y Q es falsa, entonces P 4% Qes falsa, 
SIP es falsa y Qes cleria, entonces P 8 Qs fala, 
SIP cs falsa y Os falsa, entonces P 8 Qs lab, 


Eseacicio 1 


A. Juan dice, «MÍ cumpleaños es en agosto y el cumpleaños de Ana 64 al 
mes Siguiente». Nos enteramos que el cumpleaños de Juan es en agosto pero 
que se ha equivocado respecto al cumpleaños de Ana, pues es en noviembre. 
La proposición de Juan, ¿es cera o falsa? ¿Puede explicar la respuesta de 
acuerdo con la regla del uso de la conjunción? 


B. Decir sí P. 8 Q es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los casos si- 
guientes: 


Negación. El término de calece «no» es de cereza funcional porque la 
cereza 0 falsedad de una negación depende enteramente de la certeza fal: 
edad de la proposición que niega. La regla práctica es: La negación de uno 
proposición cleta es falsa y la megación de una proposición Jasa es cena 

Apliquemos lo dicho a un ejemplo de una negación en lenguaje corriente. 
Se considera la negación, 


Juan no es hermano de Luis. 
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Para conocer la certeza o falsedad de esta proposición se necesita sólo cono- 
cer la certeza o falsedad de la proposición. 


. Juan es hermano de Luisa, 


Si la segundo proposición es cierta, entonces la primera proposición, su 
negación, hu de ser falsa. Si la segunda proposición es falsa, entonces la 
primera proposición ha de ser cierta. 

“Tratemos de la negación —P, La proposición P puede ser cierta o 
falsa. Los valores de certeza posibles para la negación =P som: 


Si Pes cierta, entonces —P es falsa, 
Si Pes falso, emtonces. Pes cierta. 


Ejercicio 2 


A. Indicar cuando P_ 8% Qs cierta (C) o falsa (F) en cado uno de los 
Siguientes caos: 

1. SE P es fala y Qe lero. 

2, Si P es ciótta y Q es faled. 

3, Si ambas P y Q son ciertas 

4. Si ambas PQ son falsas: 
3. Si Pes cieita y 06 cierta. 


Disfunción. El término de enlace «o» es también un término de enlace de 
certeza funcional. Pero al considera la centza o falsedad de cada disjunción 
sé ha de tener en cuenta que se ha utilizado el sentido incluyente de la pala 
bra «o», Esto significa que en cualquier disjunción, por lo menos, una de 
las dos proposiciones es cierta y quizá ambas. Lo que se require es que por 
lo menos un miembro sea cierto, La regla prácica es: La disjunción de dos 
proposiciones es cierta sy sólo si por lo menos una de lus dos proposiciones 
es cierta. Una vez más queda claro que para conocer la certeza o faliedad 
¿de la proposición P Y O se ha de conocer la certeza o falsedad de las pro: 
posiciones P y Q 
Considérese la proposición en lenguaje corriente: 


e — e 


O Antonio ganó una apuesta en las cerreras o ganó una 
“apuesta en fátbol. 


Para saber si la proposición es cierta o falsa es necesario saber si las pro- 
Posiciones «Juan ganó una apuesta en las carreras» y «ganó una apuesta cn 
Ístol» som proposiciones ciertas o fala. SF por lo menos una de ells 
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Es una proposición cierta, emvonces la disjunción total es cierta, Además, sl 
ambas proposiciones son ciertas, entonces la disjunción es también una pro- 
posición cierta, Si las proposiciones son ambas falsas, emonces evidentemen- 
tela disjunción ha de se falsa. 

Puesto que la disjunción liga dos proposiciones, también e tienen cuatro 
combinaciones posibles de certeza o falsedad. Para la disjunción P Y Q las 
cuatro posibilidades son, como en el caso de la conjunción, 


Pes ción y Q es cera, 
Pes cierta y Q es falso 
Pes lla y O es cie 
Pes falsa y O es fold 


Al determinar los valores de certeza de P Y Q, se encuentra; 

Pes cieñía y Q es cierta, entonces P Y Q es cierta, 
y Q es falsa, entonces P Y Q es cierta, 
y <mtonces PV Qe cier 
y Q es falsa, entonces P Y Qs falsa, 


epa 
202.0 


P 
Pes cierla 
Pes falsa 
Pes falsd 
Erercacio 3 


A. Indicar al PV Q es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los siguientes 
casos 


Proposiciones condicionales. Si se conoce la certeza o falsedad de P y Q, 
entonces también se conoce la certeza o falsedad de PQ; porque la cer. 
teza o falsedad de P— O es función, o depende, de la certeza o falsedad 
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entonces...» es un término de enlace 


(1) Si hay vn eclipse emonces salen ay estrellas 


uando. se sepa si son ciertas o falsa las proposiciones «Hay un eclipse» y 
Las estrellas salen». 

De nuevo hay cuatro combinaciones posibles de certeza o faliedad de 
las dos proposiciones atómicas, Sólo dos de las posibilidades e presentan con 
Frecuencia en el lenguaje ordinario. Primero, si «Hay un eclipse» es cierta y 
Salen las esrellasn es cierta, la (1) hu de ser cierta. Segundo, si el antece- 
dente «Hay un eclipse» es cera pero el consecuente «Salen las estrellas» es 
falsa, entonces la (1) es falsa, Pero sí suponemos que el antecedente es falso, 
o hay eclipse, y en Lógica, como la no existencia de eclipse no permi 
jurgar sobre la proposición (1), tano si el consecuente: «Salen las estrellas 
cs cierto como si es falso, se dice que la condicional (1) es cierta. Este cierio 
se sigue también en Ciencias y en Matemáticas. Asi la condicional (1) ve 
puede considerar en un sensido amplio, según el cual sólo comunica lo que 
ocurrirá sí hay un eclipse, por lo cual no se puede dar una calificación de 
falsedad a la proposición si no hay eclipse, Así en Lógica, si el antecedente 
de una condicionales falso, entonces toda la condicional e considera cera, 
sin tener en cuenta sl el comecuente es cieto o falso, 

Examinando los cuatro casos anteriores se ve que la condicional completa 
es cierta si el consecuente «Salen ls estelas» es cierto independientemente 
de que el antecedente sea ciento o falso. Esto es consecuencia de que el único 
sso en que la condicional completa es falsa es cuando el antecedente «Hay 
un eclipres es cierto, mientras que el consecuente «Salen las estrellas» es 
falso. 

Si la regla que se acaba de exponer parece rara es porque se acostumbra 
a pensar que, en una proposición condicional, la verdad de hecho del conse- 
cuente depende en algún senido de la verdad de hecho del antecedente. En 
Lógica no ocurre así. El contenido del antecedente mo necesita estar relacio: 
ado en absoluto con el contenido del consecuente. Se puede considerar el 
valor de certeza de: 


(2) Si el día es frio, emonces34+3=6, 


a pesar de que elcrivamente lados proposiciones atómicas no tienen nada 
¿ue ver una con lu ora, Puesto que el consecuente de (2) es evidentemente 
Una proposición cen, (2) ha de ser su vez una proposición cierta. La regla 
Práctica es: Una proposición condiciona es fls si el antecedente es cierto 
y el consecuente es falso; en todo otra caso le proposición condicional es 
<ierta. Como en el caso de les oras proposiciones moleculares que contienen 
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“bas proposiciones Py O, P—+ Q tiene cuatro posibilidades de cet 
falsedad. Son: 


Pes cierta y Qes cierta, 
Pes cierta y Q es falsa, 
Pes falsa y Qes cierta, 
Pes falsa y Q es falsa. 


Puesto que el valor de certeza de P—» Q está determinado únicamente por 
la certeza o falsedad de la semencia P y de la sentencia Q se pueden ana 
linar sus valores de certeza de la manera siguiente: 


Si P es cena y Q es cien, entonces P—+ Q es cierta. 
Si P es cierta y O es fala, emonces P— Qes fal 
Si P es falsa y O es cera, emonces P— Q es cera, 
SIP es falsa y Qs falsa, entonces P— Q es cie, 


Observando la lista anterior se ve que siempre que el antecedente de una 
proposición condicional es falso, la proposición condicional es una propost- 
ción cierta; y también que, siempre que el consecuente de una proposición 
condicional es cie, la proposición condicional es una proposición cierto. El 
único. caso en que la proposición condicional es falsa es el caso en que el 
antecedente es cierto pero el consecuente es falso, 


Expxcicio 4 
A. María dice, «Si este escrito es correcto, entonces5 x2= 10». Se sabe que 
5x2=10. Desde el punto de vista de la Lógica, ¿qué se puede decir del 
valor de certeza de la afirmación de María? ¿Por qué? 


B. Indicar si P —+ Qes cierto (C) o falso (F) en cada uno de Jos siguientes 


€. Indicar si R==S es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los casos 
siguientes: 


1-SIR y 8 som ambas falsas. 
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2. SIR y $ son ambas ciertas. 
3. SI Res cierta y S es falsa, 
4 SER es falsa y S es cierta. 
5. Si mi R ni $ son proposiciones ciertas. 


Equivalencia: Proposiciones bicondicionales, Se han considerado también 
proposiciones moleculares que contienen el término de enlace «si y sólo 
Estas proposiciones, las bicondicionles, e denominan también equivalencias 
Un ejemplo de uns equivalencia es 


(1) Usted puede vota si y sólo si está insrito. 


Puesto que «si y sólo sin es un término de enlace de certera funcional, la 
certeza o falsedad de lu equivalencia depende de la certeza o falsedad de sus 
partes. Es decir, el valor de certeza de (1) depende de la certeza o falsedad 
¿de «Usted puede votar» y «Usted está inscrito». 

Si ambas proposiciones «Usted puede votarn y «Usted está inscrito» son 
¡proposiciones ciertas, entonces la proposición bicondicional (1) es cierta, Ade- 
más, si ambas proposiciones o miembros de la proposición bicondicional son. 
falsos la proposición (1) es una proposición cierta. Por ora parte, si uno de 
los miembros de una proposición bicondiciona es falso, nunque el otro miem 
ro sea cierto, entonces la proposición bicondicional es una proposición falsa 
La regla de uso quedará clara si se recuerda que tna proposición bicondi- 
cional, o equivalencia, P ++ Q tiene en esencia el mismo significado que dos 
. Sundicionales, P— Q y Q—+P. En consecuencia, siempre que se tenga una 
proposición bicondicional con un miembro cierto y un miembro falso, en- 
onces una de las implicaciones que contiene tendrá un antecedente cierto 
y un consecuente foso, por lo que la proposición complet, será fala. 

La regla práctica para equivalencias es: 


Una proposición condicional es cierta si y sólo si sus dos 
miembros s0n ambos ciertos o ambos falsos. 


De muevo, puesto que la proposición bicondicional comiene dos miembros 
ue ambos pueden ser o ciertos o falsos, hey cuatro combinaciones posibles 
¡de cereza o falsedad. Som 


Pes cierta y Q es cierta. 
Pes cierta y Q es falsa. 
Pes falsa y Qs cierta. 
Pes falsa y O cs fales. 
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Los valores de certeza de cualquier proposición hicondicional P ++ Q pueden 
determinarse de la manera siguiente: 


cierta y Q es cierta, entonces Po» Q es cierta 
jerta y Q es falsa, entonces Pos Qs fala, 
falsa y Q es cierta, entonces Po Q es fala, 
falsa y Q es falsa, entonces PQ es cierta, 


50 


Eyexcicio 5 
Decir si P «+ Q es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los casos siguientes; 


A. 1: Si Pes cierta y Q es alsa. 


B. ¿Es Po» =P siempre cierta, siempre fala, o depende el valor de certeza 
de esta equivalencia del valor de certeza de P? 


0 33 Diagrama de valores de certeza 


Independientemente de a longitud y de lo complicada que sea uno proposl 
ción molecular, se pueden hallar sus valores de certera si se concern lor 
valores de certeza de sus partes. Así se hará para cada tipo de proposición 
molecular utilizando la replas prácticas que se han expuesto en ls secciones 
que preceden a ésta. Una forma de analiar el valor de certea de una propo- 
sición molecular es estableciendo un diagrama. Se supone que se tiene la 
proposición:(P Y 0) 8 Rdonde P es una proposición cierta, Q es una pro- 
posición aa y es un proposición cita. El iagama ter ens la 


evo er 
er € 
103) J 
Ge 


Se empieza con las proposiciones atómicas, luego la proposición: molecular 
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menor, en este caso P VQ, y se continúa hasta el enlace final que sne 
lo dos miembros del término de enlace dominante. Para una proposición 
“atómica, la «C» o «Fs 5e pone inmediatamente debajo de la letra atómica. 
Para una proposición molecular, la «Co o «Fs se pone debajo del término 
de enlace que domina la proposición, El sérmino de enlace dominante enel 
ejemplo es «y». Puesto que P es cierta, la proposición P. Y Q es cierta de 
“acuerdo con la regla de aplicación para las disjunciones. Por tamto, se escribe 
la letra «Co en el enlace que une los dos miembros de le disjunción. Para 
que el término de enlace dominante, la omjunción, sea una proposición cierta, 
sus partes han. de ser Ciertas. Se ve que en este caso es así, puesto que 
PV Q ea cierta y el otro miembro de la conjunción R es también cierto. 
El enlace más largo que une el término de enlace dominante tiene una «Cr, 
lo que indica que la proposición completa es una proposición cierta. 
Se considera ahora el ejemplo, 


(PR Q—P) 8 (RV S) 


donde Pes cierta, Q es cier, R es falsa y $ es falsa. (Ames de continus 
se ha de advertir que si una proposición atómica se presenta más de una vez 
“dentro de una proposición molecular completa, entonces ha de ser tratada 
de la misma manera cada vez que se presenta. Por consiguiente, si a pro: 
Posición P es cierta en una parte de la proposición molecular, entonces ha de 
er cierta cada vez que se presenta en esta proposición. Si la proposición Q 
Les falsa ha de ser falsa siempre que se presente. En el ejemplo anterior, la 
proposición P se presenta dos veces. Cualesquiera que scan sus valores 
de certeza, ha de tenes el mismo valor de certeza las dos veces que se pre- 
senta) 
El diagrama de este ejemplo tendrá la forma: 


(PEQ—PR(RVS) 
coc FRFR 
las ] ¡9 


¡orden creciente de complicación. Los primeros enlaces son para la con- 
y la disfunción; luego se puede añadir el enlace para la proposición 


adicional, P 8: O —+P.Se termina con el enlace que une las dos partes 
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de la conjunción, puesto que la conjunción es el término de enlace domi 
ante. Según resulta, el primer miembro de la conjunción es cierto, pero el 
segundo miembro es falso. Por tamo, la misma conjunción, la proposición 
molecular completa, es una proposición falsa. Obsérvese que la proposición 
P es cierta en ambos casos tal como se había exigido. El último ejemplo 
será una proposición molecular un poco más complicada: 


KA Y 8) 2 A] =+=(C= A). 


En esta proposición sea A cierta, 1 falsa, y C falsa. El diagrama que sigue 
muestra que la proposición completa, que es condicional, es una proposición 
cierta. 


[(A VB) 8 A] =(C= A). 


EPE RA 
ld) y Li) 
UY + 
EJ) 


Obsérvese la proposición que es una negación. Puesto que A es una propo- 
sición cierta, entonces A cs falsa, Obsérvese también que el 1érmino de 
enlace dominante es —, y por tanto su enlace se dibuja el último, En el caso 
de la condicional, el antecedente era also y el consecuente era cierto. La re- 
la práctica para las condicionales indica que en este caso la condicional es 
tna proposición cierta. 

En el ejercicio siguiente se pide el dingrama de certeza de algunas pro- 
posiciones moleculares. Si no se recuerdan bien las reglas prácticas para 
alguno de los términos de enlace, se puede consultar la sección anterior en 
la que se expusieron las reglas corespondientes. 


Exercicio 6 
A.. Determinar los valores de certeza de las siguientes proposiciones por 
medio de sus disgramas, si P y Q son proposiciones ciertas y Á y 'B son 
proposiciones falsas. 


1.P=(P=0) 
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2. (A—=P) (PA) 

3. (PA) (AP) 

4. (P=A) + (PA) 

5. —(P € Q) + (PV 50) 

6 (P 4 8) (P £ 8) 

7. ((P 2 0) 8] —]P (08) 
8. ((P Y 8) € (BV A)] 

9 (PV BV (BRA) 

10, (P-+Q)=(Q—P) 


B, ¿Cuáles de las proposiciones siguientes son ciertas, si se supone: 


No= «Nueva York. es más grande que Chicago». 

Wa «Nueva York está al norte de Washington» 

C= «Chicago es más grande que Nueva York» 
(Ny W son ciertas y Ces fala)? 


1NVE 
2N8EC 

3, NEC 

4, NeW YC 

5, WV-C=N 

6, (W YN) + (W—==0) 

7 (Wen) e (NC) 

8. (WN) + [(N 7) + (€ + W)] 


e. Ses 
P=244=0" 
0=248=10" 
R=3x4=12 
S=2x0=2 


¿Se conocen los valores de certeza de P, Q,R, y 5. Hallar los valores de 
Serteza de las proposiciones siguientes: 


LLO ERES PPVS 
LPRLQSREOS 
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3. (0) 1102) —(R—5I] 


5 PR 0) + (PYR) ES 
7. (Q KR) E S-+(P++S) 
B. (PQ) + (SR) 

- ro 


D,. Sean amO y exmyo ceras, y sean aye y «yola. Hallar los 
valores de certeza de las proposiciones siguientes. 


Si x=0 y x=y, entonces. ypéz. 
Si xoe0 0 you 0, entonces yo. 
Sart) 0 Joe, emonces yoo, 
Sixót0 0 xy, emonces ypéz 
Si=0, entonces xpty 0 ppt, 
Sia740, entonces y 


9 34 Conclusiones mo válidas 


Hosta aquí todos los ejercicios de este Tibro en los que se pedía deducir 
conclusiones de conjuntos de premisas eran de tal naturaleza que la conclu- 
sión que se buscaba era efectivamente válida: se deducia de las premisas 
dadas. La Lógica sería realmente una materia trivial sí siempre se supiera 
de antemano que la conclusión era consecuencia de las premisas. Evidente- 
mente no ocurre así Se ha de ester preparado para afrontar situaciones en 
las que no se sabe si la conclusión particular es o no consecuencia de las 
premisas dadas. Se desea poder probar cuándo una conclusión no es conse: 
cuencia lógica y cuándo una inferencia particular es mo pálida. 
Supongamos dado un conjunto de premisas, y e trata de demostrar que 
cierta conclusión es consecuencia lógica de estas premisas, pero no 5e sabe 
¿leducir la conclusión deseada. Esto no basta para suponer que la proposición 
no es válida 0 que no se deduce de las premisas, Ha de existir algún método 
que permita demostrar sin género de duda que una conclusión mo es consé- 
cuencia de las premisas dadas. A continuación se de un ejemplo de una: 


Si tú eres su hijo entonces él es 1u padre. 
El es tu padre. 
Entonces, 16 eres sé hijo, 
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Decir que este razonamiento no es válido cs decir que la conclusión no es 
consecuencia lógica de las premisas. Al hablar de validez o no validez de las 
conclusiones se hace referencia a la forma del razonamiento. Respecto a su 
forma lógica, un razonamiento o es válido o es no válido. Si se simboliza 
el razonamiento, la misma forma se ve más fácilmente, Simbolizado, el razo- 
namiento se presentaría en la forma 


P-0 
o 


] 
Si ésta fuera una forma válida, permitia siempre. deducir sólo 
«conclusiones ciertas de premisas ciertas. Por tanto, si hay algún caso en que 
esta forma permite deducir una conclusión falsa de premisas que son clrtas, 
entonces no puede ser válida. Para demostrar que un razonamiento no es 
válido se busca una interpretación de exe razonamiento en el que las pre- 
misas sean proposiciones ciertas y la conclusión sea una proposición falsa, Se 
puede interpretar el razonamiento sustituyendo sus distintas proposiciones 
atómicas por proposiciones cualesquiera elegidas al arbitro, La forma ha de 
permanecer siempre la misma, 
Para demostrar que el razonamiento anterior no es válido se podría inter- 
pretar en la forma: siguientes 
Sea 
Pos «Usted es un ciudidano de Maine» 
Q==aUsted es un ciudadano de los Estados Unidos». 


La interprecación diria: 


Si usted <s un ciudadano de Maine, entonces usted es un 
ciudadano de los Estados Unidos. 

Usted es un ciudadano de los Estados Unidos. 

Por tanto, usted es un ciudadano de Maine. 


Hay ciertamente muchos casos en los que estas premisas son proposiciones 
ciertas, pero la conclusión es falsa. Para cada ciudadano de los Estados Uni- 
¿dos las premisas son ciertas, pero para muchos ciudadanos de los Estados 
"Unidos la conclusión es falsa. La forma del razonamiento original 108 per- 
mite deducir una conclusión falsa de premisas cietas. Por tanto, se hn de- 
mostrado que el razonamiento no es válido. 

Este razonamiento que se acaba de considerar es un ejemplo de un 
error corriente: el error de «afirmar el consecuente», Lo importante en sta 
interpretación no era el contenido de las proposiciones «Usted es un cluda- 
dano de Maine» y «Usted es un ciudadano de los Estados Unidos», sino 
¿sus valores de certeza posibles. 
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Exercicio 7 


A. Los razonamientos siguientes mo son válidos. Para cada tazonamicoto, 
dar una asignación de certeza que demuestre su invalidez. 


1. Si Maria termina promto, entonces se irá a casa con Rosa. 
O se irá a casa con Ross o encontrará a Antonia. 
Marí termina pronto. 
Por tanto, mo encontrará a Antonia. 
2 O el agua está fría o el día mo es caluroso. 
El día es caluroso. 
Si el estanque se acaba de Nenar, entonces cl agua está fía. 
Por tamo, el estanque se acaba de llena 

3. Jorge es elegido si y sólo si la votación es mumerosa 
La votación es numerosa, 

/0 Jorge es elegido o Juan no será nombrado, 
Por tanto, Juan será nombrado. 

4. Si Pedro es clegido ganador, entonces Juan está fuera de combate 
Si Pedro es elegido ganador, entonces Miguel está también fuera de 
combate, 

Juan está fuera de combue y Miguel está fuera de combate también. 
Por tanto, Pedro es elegido ganador. 

5. O el animal no es un pájaro o tiene alas 
El animal es un pájaro, entonces pone huevos. 

El animal no tiene alas. 
Por tanto, no pone huevos. 

6. O la sustracción mo es siempre posible en el sistema de números o el 

sistema incluye otros números además de los naturales 
la sustracción es siempre posible cn el sistema de números, enon- 
es el sistema incluye los enteros negativos. 

El sistema no induye otros múmeros que los naturales 

Por tanto, el sistema no incluye los enteros negativos. 


B. Si cada uno de los razonamientos simbolizados a continuación es válido. 
dar una deducción de la conclusión por medio de una demostración formal 
completa. Si_ alguno no es válido, demostrarlo. mediante une. asignación de: 
eentena. 


2. Demostrar $ 
¿ ES (1 OR 
- Demostrar: mr 
(TESeR (9 Pvr 
(2) e 4) 1+Ss 


Gr 6) 


Cereza Y vasoEz » 
ansia uee—á 
a MENO 
(2) VR (2) Q—R 
(3) e (3) Qv-s 
A ¿Due? 
DE qe. 
Ta Dive 
Da pde 
% Demostrar: Y 9. Demostrar: R Y 0. 
(1) Py O) (58-17 
(MPVR 0)” 
(3) TR (3) SR 
(4) +0 
ra 10 Demos =r 
a ES 
(20 (2) 0 VR 
(3) S VR (3) 0-P 
(M4 Pv-0a (4) TR 


€. Mostrar por medio de una deducción formal o una asignación de certeza 


si cada uno de los razonamientos siguientes es válido o no válido: 


1, O Juan y José tienen la misma edad, o Juan es mayor que José. 


Si Juan y José tienen la misa edad, entonces Pedro y Juan no tienco 


la misma edad. 
Si Juan es mayor que José, entonces Juan es mayor que María, 


Por tanto o Pedro y Juan no tienen la misma edad o Juan es mayor 


que María. 
2, Si es diciembre, entonces el mes anterior fue noviembre. 


Si el mes anterior fue noviembre, entonces hace seis meses fue junio 


Si hace seis meses fue junio, entonces hace once meses fue enero. 
Si el mes que viene será enero, emonces éste es diciembre. 
El mes pasado fue noviembre. 
Bar tanto, éste es diciembre. 
3. Si el contrato es válido, entonces Juan no perderá el pleito. 
Si Juan pierde el pleito, entonces tendrá que pagar costas. 
Si ha de pagar costas, entonces Pedro no recbirá su dinero, 


gen 
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Por tanto, o Pedro no recibirá su dinero o el conto no es válido. 
4. SÍ María está en lo cie, eonces Jaime está equivocado, 
Si Jaime está equivocado, emonces Luis también etá equivocado. 
Si Luis está también equivocado, emoncs el espectáculo no es esa 
noche. 
O el espectáculo es eta noche José no o verá 
María está en lo cierto. 
Por tanto, José mo verá el espectáculo. 
5. Si Brown cumplió el contrato, emonces las mercancías fueron sumi 
istradas en la fecha convenida. 
Brown o cumplió el contrato o su registro de envio está equivocado, 
SÍ su registro de envío está equivocado, emonces él no ordenó el 
ovio el día siete. 
Por tato, las mercancías no fueron suministradas en la fecha con: 
venida 
6029 = 193 Vor=-3 
1.3 Vam=3 — 9<2 
ye 
Por tamo: 4=9 Y 19<20 


TA) 3 V 3 
123 Y m3 —= 9y<20 
<< 
Por tamto: 49 


800 
1.0 Vo<l Y 720) 
yor y>l 8 r+y>2 
Por tanto: y> 1 => x<1 

9.00 
120 Y 4<I v y») 
yr = yl 8 xty>2 
Por tanto: x4J32 8 y>1 

10, 320 Y r=2 
rl Y xml 30 
e 
Portamo: dx>3? Y x=1 


D. En las deducciones que siguen hay varios errores. Buscar los errores y 
corregirlos de manera que las demostraciones formales queden perfectamente. 
cortectas. 
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Oye P 20-20 P 
2)TV=0  P ()P2e P 
0 P (0-8  P 
a) e DNI e si 
(5) =0 Tra, (5) e TT 
(6) 1 TT2,6 (50 At 

(ms -r26 
(8) RES A5,7 
(9) AR VS) DSB 
(00 P 

(Pa P 

(PR P 

(Tes 13 

ave DS1,2,9 

(6) a DN5 

ms AS 

(1045 A5,6 


(9) (085) VU Dse 


9 35 Demostración condicional 


“Al Negar a este punto en el estudio de la Lógica estamos en condiciones 
de realizar algunas demostraciones complicadas. Sin embargo, hay algunas. 
deducciones muy simples que no es posible efecuarlas con las reglas intro. 
ucidas. Un ejemplo de una conclusión obvia que no se puede deducir 1o- 
avia esla siguientes 


Si José: gana, entonces Luis es. segundo. 
Si Carlos es segundo, entonces Luis mo es segundo. 
Por tanto, si Carlos es segundo, entonces José no gana. 


Simbalicemos este razonamiento para. decidir si somos o no capaces de de: 
mostrar su validez: 
Ses 
PosaJosé ganes 
Q=eLuis es segundos 
R= «Carlos es segundos. 
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La simbolización del razonamiento complero es: 


PQ 
R=>0 


RP. 


Las reglas que se conocen no son suficientes para deducir la conclusión en 
este razonamiento. También sería imposible encontrar una asignación de cer- 
teza en la que las premisas fueran ciertas y la conclusión falsa. Para que la 
conclusión ses falsa R y P han de ser ambas cria. Pero entonces, una u 
tra de las premisas es falsa cualquiera que sea el valor de la asignación 
de certeza dado a (Q. Para deducir la conclusión, que es válida, se necesito 
tna regla que no ha sido introducida hasta ahora. 


La regla de las premisas, regla P, permite insroducir una mueva premisa 
en una demostración siempre que se desee. Esta puede ser cualquier propor 
sición que se clija. En principio puede parecer absurdo, pues si se puede 
introducir cualquier premisa en cualquier momento parece que introduciendo 
la premisa conveniente se podrá probar cualquier cosa que se desee, La 
cuestión está, evidentemente, en que cada razonamiento lógico se: apoya en 
“odas las premisas que utiliza. se introduce una premisa nueva, entonces 
cualquier conclusión que se deduzca del conjunto total de premisas, se apo- 
yará sobre todas estas premisas y no sólo sobre el conjunto original de las 
mismas. Es decir, cada razonamiento lógicamente correcto no es mejor o peor 
ue las premisas en las que se apoya. No es posible utilizar la regla P. para 
deducir precisamente cualquier conclusión de un conjunto de premisas dado, 
pues en el momento que se introduce una premisa mueva, cada proposición 
deducida, depende, ya entonces de todas las premisas que se utilicen incl- 
yendo la premisa nueva. 


Para indicar el conjunto completo de premisas sobre las que se basa 
lina conclusión se urilizará el método siguiente. Cada vez que se introduce 
runa premisa mueva en una deducción se moverá inmediatamente toda la de- 
mostración unos pocos espacios hacia la derecha, Esto indicará que cual- 
quier proposición que ses deducida en esta parte derecha de la demostración 
final depende no sólo del conjunto original de premisas dado, sino también 
de la premisa adicional introducida. 

El ejemplo dado anteriormente permite presentar un caso del muevo 
vuso de la regla P. En la línea (3) se introduce una nueva- premisa R. A pat- 
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vit de esta línca hacia abajo obsérvese que la demostración se ha corrido 
varios espacios hacía la derecha. 


mee P 
(rR=e  P 
6) P 


6) TIL 


En la deducción precedente obsérvese la letra mayúscula P. después de la 
proposición R en la tercera línea. Esto indica que la proposición agregada R 
está justificada por la regla de las premisas, regla P. Y al moverla varios lu- 
pares hacia la derecha se indica que R no es una de as premisas originales. 
Utilizando R, se podía deducir la proposición —P. La proposición —P, sin 
embargo, no e apoya sólo sobre el conjunto original de premisas sino sobre 
el nuevo conjunto de premisas formado añadiendo la proposición R, Es esen- 
cial indicar que —P no se deduce del razonamiento original mismo y que 
no es consecuencia lógica de las proposiciones P-— Q y R—+ 0. 

Se podría resumir la idea total en esta deducción diciendo que de las 
premisas originales, xi se agrega la R., entonces se puede llegar a la con 
clusión —P. Esta idea está muy próxima a la de la nueva regla que se va 
a introducir y que permitirá completar la deducción en el razonamiento ori- 


Esta mueva regla, la regla de la demostración condicionl (CP?) se enuncia 
como sigues 


Si es posible deducir une proposición S. de otra proposi 
ción R y un conjunto de premises, entonces 5e puede 
deducir sólo del conjunto de premisas la proposición con- 
dicional R— 5 


En la deducción anterior era posible deducir la proposición —P de la pro: 
posición añadida R y del conjunto original de premisa. Por tanto, se puede 
deducir la proposición condicional R—>=P del conjunto de premisas solo. 
Puesto que la proposición condicional R— =P se deduce solamente del 
conjunto de premisas dado, se mueve esta línea de demostración hacia la 
inquierda de manera que se ponga en columna con las premisas originales. 

La deducción completa de la conclusion a parir de las premisas en ete 
ejemplo, se presenta ahora en la forma 
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meo P 
RP 
6) —r P 
(2 PP23 
6) =P TILA 
(6) R=-P cP3,5 


Obsérvese en la deducción completa anterior, que se deduce la línea (6) por 
medio de la demostración condicional, utilizando las lineas (3) y (5), En la 
linea (3) se introduce el amecedente de la condicional y en la linen (5) e ha 
deducido el consecuente de la proposición condicional. Obsérvese también 
que la línea (6) se ha corrido hacia la izquierda para ponerla cn columna. 
con las premisas originales. Esto es debido a que la línea (6) se apoya ni 
camente en el conjunto original de premisas. 

La ides intuitiva de una demostración condicional es realmente muy 
simple. La conclusión descada es una proposición condicional, con el término 
de enlace «xi. emtonces_.». En el ejemplo anterior, la conclusión que se 
desea lograr es esi R entonces —P». AL preguntar si la conclusión cs con- 
secuencia de las premisas dadas, se pregunta efectivamente sí con las premisas 
dadas, sí se tiene R emonces se puede obrener =P. En la lnea (3) se dice, 
«Permltaenos agregar R., y veremos». La línca (3) muestra que si tenemos 
Ry el conjunto original de premisas se puede deducir «sí_R entonces Pa, 

Una buena estrategia a seguir es sta: Si la conclusión deseada de un 
razonamiento es una proposición condiciona, añadiremos el antecedente como. 
nueva premisa, correremos la demostración varios lugares hacia la derecha 
y finalmente trataremos de deducir el consecuente del conjunto original de 
premisas más la premisa añadida, Si se puede deducir el consecuente aña- 
¿diendo el antecedente como una premisa, entonces por la regla CP se puede 
demostrar que la proposición condicional es consecuencia del conjunto origi 
al de premisas, y la demostración se podrá situar corriéndola hacia la izquer 
da debajo de las premisas originales. No siempre es necesario wtilizar la 
demostración condicional para deducir una proposición condicional como 
conclusión. Pero si mo se ve otra posible deducción se introducirá el ante- 
«edente como nueva premisa, para intentar una demostración condicional. 

Otro ejemplo del uso de una demostración condicional en una deducción 
es el que se de a continuación, La conclusión que se desen es la proposición 
DC 


(0) A (80) P 
()-0vA P 
68 P 
10) D P 


15] A 1P2,4 
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(6) Baco PPL5 
1U) c PP3.6 
(0) DC CP4,7 


La parte de la demostración que se ha corrido varios espacios hacia la dere: 
cha se denomina demostración subordinado. Da una respuesta a la pre 
gunta, «¿Qué se podría demostrar si además de las premisas que se tienen. 
se tuviera la premisa D? En la demostración subordinada se dice en efecto, 
«¡Veámoslo!». Y 3e encuentra que si se tuviera D entonces se podría dl 
tener C. Así en la línes (8) se dice que con las premisas originales, xi D 
emonces €. 

Pero la regla P indica que se puede introducir una premisa en cualquier 
momento de una deducción. Pero cada rez que se añade una nueva premisa 
a los premisas dadas, la demostración ha de correrse hacia la derecha. Se 
vupone que se está ya dentro de una demostración subordinado, y e estudia 
el ejemplo siguien 


Demostrar: P= (10 +) 


(M5 4 ev m » 
()M=0VR » 
(3) YM si 
mr » 
5 om TP3,4 
(5) 20 P 
1) QYR  PP25 
15) R 1P6,7 
(9) Q—R CP 7,8 
(10) P—=(Q —R) CP 4,9 


La conclusión ha de ser una condicional, pues se ha intentado una demostra 
ción condicional. 

Se introduce el antecedente, P. de la condicional deseada, y se imenta 
deducir el consecuente, 0 —+ RL En la línea (6) se efectón otra demostra 
ción condicional puesto que la 1) —+ R que se desen deducir es 4 su vez una 
condicional. Asi se añade su antecedente 1 y se corte de nuevo hacia la 
derecha. Esto de una demostración subordinada a la primera demostración 
subordinada. Después de deducir O, se usa la regla de demostración condi 
cional. Esto permite volver 2 la demostración a la que se está subordinado y 
da el consecuente que se quería deducir en la primera demostración subot- 
dinada. Aplicando CP de nuevo se vuelve a la demostración principal. Una 
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aplicación de CP da fin a une subordinación. Se ha de señalar también que 
en cada paso se puede utilizar una lines cualquiera que aparezca antes en 
la miso demostración o antes en cualquier demostración a la que estemos 
subordinados. Así, en la línea (7) se puede usar la línea (2) y la línea (5). 
Pero después de la línea (9) no podrían utilizarse las líneas de la (6) a la 
(8), y después de la (10), las líneas de la (4) e la (9). 


Expacicio 8 


A. Utilizar una demostración condicional pera deducir la conclusión en cade 
tuno de los siguientes razonamientos simbolizados. Dar una demostración for» 
mul completa. 


L Demostrar: =P + Q 7.DemÁR $ S)-+ 1 
Meve (1) e 
(2) RT 
m2. 
2.Demontrar: R—=0, 8DemT Y SR 
(1) e Ys (1) 0 
() 0-5 (2) 10 
(3) =5 0 
3. Demostrar: C—=0 9.Dem.T-AP Y 0) 
(1) BC (Ms Y P 
(2) 00 8-8) (2) 0k 
(1) 15 En 
Ab dt 10,Dem.Q-+T 4 $ 
(1) SR (Mes 
msvr 2)s-0 
6) ro (5) RV 8m 
RT M.D(P de Q)+ (Sk 1) 
5, Demostrar: P—=P 8 O (Mevs 
()R=T (2) e 
(2) Ts (8) R==0 
(0) R=-5) 0 a 
6. Demostrar: $ Q (1) SY 
(120 rr 
(TR (3) Tk 


(8) ST 
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13, Demostrar: —(P Y R) —T 

10. 
E 

(M0v>s 

14. Demostrar. E — K 
(MEVE>G 
(2) 16 EH 
¡CERAS 

15. Demon 068 
(toP 20) 
a) s 0 
(5) e vs 

16. Demostrar: Pp — (Q—R) 
(1PRQ—R 


17, Demostrar: 200 Y xml — 3 424=0 
(1) 10 > 2r=0 
(Mil — 9x0 
Ban Y ia=0 — PI+2mO 
18, Demostrar: y=2 Y yum —+ y<4 Vo y>3 
(st => 2) e 
May Voy — y<4 ke ys 
0)=2 =>) 


19, Demostrar: J=2 —= x=, 
U)ary —= 13) Y y>x 
(2) ye Y r=2 
0) Y yor — 102 


20. Demostrar: x=1 — 1042 8 yo 

Ma=l = 9-2 

(Data — tl 

y=l Vo x=? — Ayto 2) 
B.. Dar una deducción completa para cada uno de los razonamientos siguien- 
es para probar su validez. 


1. O el testigo no dice la verdad, o Juan escaba en casa alrededor de 
las once 
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Si Juan estaba en cass alrededor de las once, entonces El vio a su tio. 
Si vio a su tó, entonces él sabe quién estuvo antes, 
Por tanto, si el testigo dice la verdad, emonces Juan sabe quién cs 
tuvo antes 

2. O la Lógica es difícil o no les gosta a muchos estudiames. 
Si la Matemática es fácil, entonces la Lógica no es difícil, 
Por tanto, si a muchos estudiantes les gusta la Lógica, la Matemática 
o es fácil 

3, Silos «Piratas» son terceros, emonces si los «Apaches» son segundos 
los «Bravos» serán quintos. 
O los «Gigantes» 00 serán primeros o los «Piratas» serán terceros. 
En efecto, los «Apaches» serán segundos. 
Por tanto, si los «Gigames» son primeros, entonces 168 «Bravos» 
serán quintos. 

4. Si Juan gana, entonces Luis o Esteban serán segundos. 
Si Luis es segundo, entonces Juan no ganará. 
Si Pedo es segundo, entonces Esteban no será segundo, 
Por tanto, si Juan gana, entonces Pedro no será segundo, 

3. Si Isabel es su hermana, entonces Carlos es su hermano, 
Si Carlos es su hermano, entonces ela vive en la calle del Álamo; 


Por tanto, si Isabel es su hermana, entonces ella vive en la calle del 
Alamo. 


(€. Si los razonamientos que siguen son válidos, dar una demostración for- 
mal. Si no son válidos, escribir «no válido» al lado y demostrar la no validez 
por una asignación de certeza. 


1, Si Antonio no es primero, entonces Pedro es primero, 
Pero Pedro no es primero. 
O Antonio es primero o Pablo es tercero, 
Si Jaime es segundo, entonces Pablo no es tercero, 
Por tanto, Jaime no es segundo. 

2. Si el contrato es legal y Pérez entró en el contrato, entonces García 
ganará el pleito. 
O García no ganará el pleito o Pérez será responsable 
Pérez no será responsable. 
Por to, o el contrato no es legal-o Pérez no entró en el cone 
trato, 

3: Si esperamos a Ross llegaremos tarde. 
O no llegafemos tarde o llegaremos 4 la escuela después de las 8 ha 
20m. 
Si llegamos a la escuela después de las 8 h, 30 m, entonces tenemos 
que presentarnos en secretaría. 
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Por tanto, si esperamos a Rosa, entonces 0 tenemos que presentarnos 
en secretaría 0 traemos una excuss por escrito. 

4. Marín fue nombrado. presideme. 
Si Ruiz fue elegido, entonces Martín no fue nombrado. presidente. 
Alonso fue elegido, entonces la elección se hizo hoy, 

Por tanto, si Ruiz fue elegido o Alonso fue elegido, entonces la clec- 


Si hoy es lunes entonces María está con Pilar, 
Hoy es lunes. 
Por tanto, Luisa no está con Pilar. 


Hallar los errores en las siguientes deducciones y corregirlos. 


10) SV » 
(2) ST 8R P 
6 0-s! P 
(mover P 
(5) 18 R) DLI 
(6) 8 1P2,3 
(mM —a TT3,6 
or 1P3,7 
2. (1) 5-5 P 
art - 
seo P 
Morr=”  P 
(5) -s Tri1,2 
(6) 5 DN5 
(reo TTI,6 
(8046R A7 
am. PP5,8 
3. (1) TR E: 
()s-0Q P 
(3) -Q VR E 
(M7 P 
15) Ro PPz 
46) o. TP35 
m > PP2,6 


(6) 8 CPa,7 
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E... Silos razonamientos siguientes son válidos, dar una demostración formal. 
Si no som válidos, escribir «no válido» junto 2 ellos y demostrar la no 
validez mediame una asignación de certeza. 


1. Six=0, entonces x+y=y 

Si y==z, entonces 1+y7é) 

Por tanto, si x=0, entonces Joe. 
2, Si x=0, emonces «2 

Ord o x<y. y<s 

Siz<1w, entonces xy 

Por tamto, 2. 
3. Si eS), entonces y== 

Si x>y, entonces )>2 

Por tanto, si x<) O x>)y, emonces y=z 0 y>% 
4 Six=), entonces ymz 

Si y=z, entonces 1=0 

Six»t0, entonces 140, 

Por tanto, siu=0, entonces art). 
3.0 x>y 0 y>x 

Si y>x, entonces xré0 

SÍ x40, entonces yréw 

Por tanto, siy==10, entonces 4>7, 
6, Siy=0, entonces 152, 

Six, entonces 2=u 

Oy=0, 0.1>:y 120 

Por tanto, si 2rém, entonces x=0 


0 36 Consistencia 
Se consideren las tres proposiciones siguientes: 


1. Richard Nixon ganó las elecciones presidenciales de 1960, 
2. Mi hermano pequeño puede levantar un peso de dos toneladas 
3: Tomás es más alto que Andrés y Tomás no es más alto que Andrés. 


Podremos probablemente convenir en que cada una de las proposiciones 
es falsa, Sin embargo, sabemos que son falsas por distintas razones. 

La primera proposición ze sabe que ez fala de hecho. Pero, en distintas 
circunstancias, hubiera podido ser cierta. Se puede decir también que la. 
segunda proposición es falsa, pues ningún muchacho es suficientemente fuer- 
se para Terantar este peso en condiciones ordinaria. Todavía se podrian 
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“ugeri cireunsancias en las que la proposición podría ser cierta; por ejem 
plo, en un navío espacial donde los objetos no son pesados. 

La tercera proposición, sin embargo, no puede ser cierta, munca y en 
ninguna parte. Es una proposición Iógicemente imposible, No hace falta co- 
mocer el significado de «Tomás es más alto que Andrés» para saber que no 
puede ser cierta la proposición, Se deduce de su forma lógica 

Una proposición de la forma. 


(R) 8 (2) 


se denomina una contradicción, Se dice que dos proposiciones son contradic- 
orias si una es la negación de la otra. Una contradicción, entonces, es la 
conjunción de una proposición y su negación. Siempre es falsa. La proposi- 
ción (3) amerior es de la forma 


RR 
por tunto, es una contradicción. 


dos disgramas de certeza se puede montar fácilmente que una con- 
tradición es lógicamente als 


REA Ree 


ce For 
j 
) ñ 


J y 


Se ve en ellos que R SR es falsa cualquiera que ses el valor de certeza 
de la proposición atómica R. No existe ninguna posibilidad de que ses 
iento, Esta es la rurón por la que se denomina ¡ógicamente fala. 

Hay muchas formas que puede tomar una proposición que la hacen 
lógicamente ala. Si la proposición mo tiene la forma de una contradicción 
(RR), puede reconocerse utilizando las reglas de deducción hasta llegar 
a una contradicción. Las reglas nunca permiten deducir una conclusión (als 
de premisas verdaderas, de manera que si la concosión es lógicamente falsa, 
entonces la premisa ha de ser también lógicamente falsa. Eso se ilustra por 
medio de 


Ejemplo a. 
(Mae vs P 
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Esta proposición no presenta la forma de una contradicción pero se puede 
deducir 

—Se-s DL 


Ses CL 


La línea (3) es de la forma R £—R y esto demuestra que la premisa no 
puede ser verdadera. 
Otro ejemplo en el que la premisa es lógicamente falsa es: 


Ejemplo b. 
(MIER) EES VR) P 
(2) 5-R si 
(5) HS VR) si 
(5 4R DL3 
(55 s4 
(6) * ss 
Mr PP9,5 
(0) R ER A7,6 


Las dos últimas líneas de esta demostración hubieran podido: ser: 


(ms 112,6 
(6) ses A5,7 


No importa, pues, cuál sea la contradicción que en cada caso se ha dedu- 
cido. 


Esencicio 9 


Simboliza cada una de las proposiciones siguientes. Decir si son o no lógica: 
mente falsas. Si lo son, deducir una contradicción paca demostrarlo. 


1. Es jueves o no es jueves. 

2. Si Juana es alt, emunces su hermano no es bajo, pero Juana es alta 
y su hermano €s bajo. 

3. No ocurre que José ganara la lucha y que José no ganara la lucha. 

4. Ala vez Ano cs igual a By Ces iguala By Cosigula D, 
entonces Aces igual a 

3 A<2 V 12) Y 042 8 1D) 
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Se sabe que una contradicción, P de —P, es la conjunción de una pro- 
posición y su negación. Si una de las proposiciones en la conjunción es una 
proposición cierta, entonces la ctra ha de ser falsa; lógicamente no, pueden 
ser ambas ciertas. Su conjunción, emonces, ha de ser una propos:ción falsa. 
Cada dos o más proposiciones que lógicamente no pueden ser rietas la vez 
se dice que son incomsistents. Se dice que forman un conjumo inconsistente 
de proposiciones y juntas implican uns contradicción 

"En algunos caos lo que interesa no es deducir una conclusión particular, 
sino deducir si un conjumo de proposiciones es consistente o inconsistente. 
Para demostrar que unas premisas son incomsistemes se deduce una contra 
ción, Utilizando las eglas y métodos de deducción que ya conocemos, 
posible deducir una contradicción a parir delas premisas, e ha obrenido una 
demostración de que el conjumo de las premisas es inconsistente, Se ha 
demostrado que no pueden ser todas ciertas a la vez. 

El método de demostración es el que se sigue para deducir una conclu: 
sión. En este caso, sin embargo, no se pretende deducir una conclusión par- 
Yicular, sino una contradicción cualquiera, No importa cual sea la contradic- 
ción deducida. Puede ser una proposición cualquiera que tenga la forma 
Pa». 


Ejemplo e. 


(1) Si Antonio gana la carrera, entonces Juan queda segundo, 
(2) Antonio gana la carrera. 
(3) Juan no queda segundo. 


Se puede ver que estas tres proposiciones no pueden ser verdaderas simul: 
táncamente. Sin embargo, cada dos de ellas pueden ser verdaderas a la vez. 
Se pueden traducir: 

(M0, 

a. 

(5) 1 


Cualquiera de las dos demostraciones siguientes muestran que son inconsis. 
tentes. 


(0D P mo, » 
a. P a. P 
1057 P 0 P 
mM. PPL2 (6) Tr1,S 


0192 A34 (5) 02D 42,4 
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Ejemplo d. 


(1) Si la región está cerca del ecuador, eotonces el sol está 

siempre próximo al aénit, 

Sl el sol esté siempre próximo al xénit, entonces la región 

tiene un clima tropical cálido. 

Si la región tiene latitud grande, entonces no tiene clima 

tropical cálido. 

Esta región está cerca del ecuador y tiene latitud grande. 
La deducción siguiente muestra que es posible deducir una contradicción 
(linea 10) utilizando las reglas de inferencia lógica. Se tiene asi una demos- 
tración de. que las premisas. del ejemplo son inconsistentes, 


(Es P 
(1) SH P 
(0) AH P 
(MERA P 
6) A ss 
(6) 4 PP3,5 
ME si 
(8) EH HS 1,2 
0H PP7,8 
(10) 48H A6,9 


Orro ejemplo de una deducción que muestra que las premisas simboli- 
adas son inconsistenes es 


Ejemplo e, 
Mov” P 
(eve P 
(3) ar P 
(4) —08=P — DLI 
(5) —0 se 
(6) a DNS 
ma PPa,6 
(6) e si 
(9) e 1P2,8 


(10) Ree A7,9 
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Ejercicio 10 


A. Demostrar que los conjuntos de premisas siguientes 300 incomsistentes 
dleduciendo una contradicción para cada uno. 


L (1) 0>R 
(MRVS 
(3) ev O) 
(4) =P 8 


2 (01. 
(TER 
(3) 0 
(Mevs-0 

3 (MR=REO 
(2) Ss VR 
(3) Ty a 
(4) 587 


A) TAR 
(Y) RA 
(3) TS 


5(00-- 
(2) AP VR) 
(0vr 


6 lMa=l — y<x 
ya — 3.0 
(8) =4=0 Y ari) 


1) ay — <a 
ES 
(3) <= V se) 

DU) 22545 m 2x6=646 
(2) 3X4=10 0 4X3=10 
(3) 3Xx4=10 Y 2x6=6+6 
(4) 25545 430 
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MiS —= 1% 
y: — 5 
Br 8 > 
(as Y =<) 


10, (1) amO + yy 
()>l £ 1=0 
B)aty=r — 11 


Supóngase que no se sabe si un conjunto de premisas es consistente o incon- 
sistente, e inem deducir una contradicción y mo se logra, El hecho de no 
poder probar la inconsistencia deduciendo una contradicción no es una de- 
mostración de que las premisas son consistentes, Se necesita un método o 
técnica definida para la demostración de la consistencia de un conjunto de 
premisas, El método de asignación de certeza esla técnica apropiada 

AL decir que las premisas son inconsistetes se quiere Indicar que no 
pueden ser simultáneamente ciertas. Por amo, si es posible encontrar, por 
Jo menos, una asignación de certeza en la que todas las premisas scan ciertas 
1 la vez, emonces sabemos que no son inconsistente, Una asignación de ce- 
teza en la que todas las premisas son ciertas da una demostración de que el 
conjunto de estas premisas es consistente, Consideremos las premisas 


Si Juana es joven, entonces Rosa es vieja. 
Si Rosa es vieja, entonces Marta es joven. 
Marta no es joven. 


Para demostrar su consistencia se empieza simbolizando las proposiciones 
pora poner de manifiesto su forma. Después se busca una asignación de cer 
teza que bará verdaderas todas las proposiciones: 


rn e|.r 
Lom 
n 
mM i 
” 
Premisas: J=+ Lom 4 
OF FF E 
e) Led e) 
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ra que la premisas son consistentes. La estatgia seguida en este ejemplo es 
la siguiente. Se sera en primer lugar que para hacer cierta la premisa. 
se ha de asignar la F de falsa a lo M. Entonces, para que la premisal—+M 
sa cierta se ha de asignar la F a la L, porque al consecuente M se le ha 
asignado la F de falso. Habiendo asignado la Fa L, para hacer cierta la 
premisa 3—»L se ha de asignar la F 2.3, que completa las asignaciones de 
certeza para las proposiciones atómicas. Después se completan los diagramas 
die certaa, y se comprueba que estas asignaciones de certeza hacen, en efecto 
ciertas las premisas conjuntamente. 


Ejercicio 11 


A. Demostrar que los siguientes conjuntos de premisas son consistentes 
presentando interpretaciones en las que todas las premisas sean ciertas: 


1 (008-=8 4 (1) PYR 
(2) e Vs) (2) Ps 
(3) 01 (3) s 

2.()P=0 5 (1R=0 
(2) 0—R Qro 
(3) RV Ss 3) 0-1 

3 (1) TR 6. (1) IXS=12 —= 6+8=11 
(2) RS (2) 6+8=11 + 13-9=7 
(6) s vr (3) 3X5MI2 2 13-9=7 


B. Para cada uno de los conjuntos de premisas siguientes, decidir si son 
consistentes 0 Inconsistentes. Demostrar la respuesta. 


1. Si María es a mayor, entonces José es más joven que Susana, 
María esla mayor e Isabel no es mayor que Susana. 
No ocurre que o Susana es la mayor o Isabel es mayor que Susana 
2. A es el vencedor y Cno es el tercero, 
SI A es el vencedor, entonces B es el cua. 
Si € mo es el tercero, entonces B no es el curo. 
3. Juan está en la biblioteca y no ocurre que Tomás está en la case de 
Historia o que Luls está en la clase de Historia. 
Si Pedto está en el laboratorio de Química, entonces Luis stá en la 
else de Historia. 
SÍ Miguel está en la clase de Geometría, entonces Trmás está en la 
clase de Historia. 
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(1) 0 VR P 
Pe P 
0 P 
or P 
o > PI 
(6)  -a TPL 
(M 080  A%6 
()P=08-0  CP4,7 
0) e Aba 
Obsérvese que éste es una demostración condicional. La premisa que se 
añade es la negación de la conclusión que se desea. En cada demostración 
indirecta se deduce una contradicción, como en la línea (7) del ejemplo, de 
una premisa añadida, lnea (4). y siempre se infiere la negación de la pre: 
misa añadida, línea (9). Si se utiliza sólo la Jey del absurdo, entonces se 
necesitaría siempre un paso condicional como en la línea (8), antes de poder 
inferir la negación de la premisa añadida. Pero la regla de la demostración 
indirecta permite combinar exce paso de demostración condicional y el uso 
de la ley de absurdo cn un solo paso. No hace falta escribir la línea CP. 
La regla de demostración indirecta (RAA) se expresa: 


Si se puede deducir uns controdicción de un conjunto de 
premisas yde la negación de S, entonces $ puede dedo 
sise del conjunto de premisas odo. 


Se utilizan las letras «RAAS (por reducción al absurdo) para refirire a la 
regla de demostración indirecta. 
Los pasos utilizados en una demostración indirecta son: 


(1) Introducir la negación de la conclusión deseada como una nueva 


pre 
(2) De esta nueva premisa, junto con las premisas dadas, deducir una 
«contradicción 
(9) Establecer la conclusión deseada como una inferencia lógica deducida 
dle las premisas originales. 
El ejemplo que sgue ilustra el uso de una demostración indirecta para 
llegar ala conclusión deseada. La conclusión deseada es =D. 


(1) 0 we P 
(2) AY=w P 
(3) 10 £ A) P 
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15 D La 

19] w Pr1L4 

(6) A TP2,5 

(0) =DV=A  DL3 

(5) A TP4,7 

150 ARA A6,8 
(10) =D> RAA 4,9 


Examinemos la deducción anterior y observemos los tres pasos que siem- 
pre se dan en una demostración indirecta, El primer paso, la introducción de 
la negación de la conclusión deseada como una nueva premisa, se ve en la 
linea (4), pues D es la negación de —1D. El segundo paso, la deducción 
de una contradicción de la mueva premisa junto con las premisas dadas se 
consigue entr las líneas (5) y (9). La línea (9), A 8: A, es la contradicción 
deducida. El tercer paso, estableciendo la conclusión deseada como una inte. 
rencia de las peemisas, se encuentra en la línea (10). Nuestra conclusión =D), 
se deduce por RAA de las premisas, teniendo en cuenta la premisa añadida 
en (4) y de la contradicción deducida de ella en (9). Al añadir la nueva pre- 
Misa enla línes (4) la demostración se ba corido hacia la derecha. 

Una demostración subordinada indica que cada deducción del conjumo 
de premisas más la premisa añadida depende de la premisa añadida en adi 
ción con las res originales. La conclusión de ella se ha retrocedido alineán- 
ola por la isquierda con el conjunto original de premisas, para indicar que 
se ha deducido lógicamente del conjunto original de premisas solamente. Una 
demostración subordinada puede terminarse sólo si se aplica CP o RAA. 

Se considera otro ejemplo del uso de una demostración indirecta. En 
vn juego de «baseball» se razona de la siguiente forma: 


Si Juan juega como primera base y Bi j 


O el «Universitarios 10 ganará o el equipo terminará a 
la cabeza de la clsficción. 

El equipo no terminará a la cabeza de la clasificación. 
Además, Juan jugará como primera base, 

Por tamto, Bl mo lanzará contra nosotros. 


Para poner de manifiesto que basta una contradicción cualquiera que se ob- 
renga, se dan dos demostraciones formales por RAA. 


(0) 188 
(2) =s Vr 
6)" 


e 
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mM. P 
10) e P 

(6) 328 A4,5 

m os TP2,3 
(6) 188) Tri, 7 
(a) URB 82188  A68 
(10) 8 RAA5, 9 
(11585 P 

(2) 8 YT P 

a -, P 

mM. P 

65) . P 

(6) -s TP2,3 
m 188) Tri, 
(0) yv DL7 

(9 TPB, 4 
(10) .e-b A5,9 
(10 e RAAS, 10 


Obrérvese en la segunda demostración que la línca (9) es 8, la con- 
elusión deseada. Pero la demostración no es todavía completa porque está 
en una demostración subordinada, depende de la premisa añadida, no sólo 
¿de las premisas originales. 

En el ejemplo que se acaba de dar, la conclusión se dedujo por demos: 
tración indirecta. La adición de B como una premsa conduce 4 una cont 
dicción y, por tanto, podría concluirse la negación de B, 8. En el mismo 
ejemplo se hubiera podido deducir —18 por una demostración directa sin 
añadir una premisa. Ambos métodos son correctos. Como en todo juego, hay 
muchos movimientos diferentes permitidos por las reglas. La cuestión está 
en hacer los movimientos que conducirán a la meta, que es la conclusión 
deseada. 

No existe ninguna regla general que nos diga exactamente cuándo se 
ha de usar una demostración directa y cuándo se ha de usar una demostra- 
ción indiecta. En general, una demostración indirecta viene sugerida por 
un conjumo de premisas del cual no se ve fácilmente un punto de partida 
para la demostración. En tal situación, tal vez añadiendo wuna premisa; la 
negación de la conclusión descada, se pueda encontrar el lugar por donde 
empezar, El segundo ejemplo de esta sección sobre demostraciones indirectas 
ilustra este dilema. En las premisas dadas se encontraban sólo condicionales 
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y disjanciones de manera que no se encontraba punto de partida. Sin embar: 
go, añadiendo una premisa, se tiene una proposición atómica que abre el 
camino a otros movimientos que conducen eventualmente a la conclusión. 


Eyencicio 12 


A. Demostrar que las conclusiones siguientes son válidas utilizando una 
demostración indirect, 


1. Demostrar: 6 6, Demostrar: 1 
(DP 0) meva 
(2) PR (9) 1=-e 
(3) 0 VR (3) 0 VR) 
2. Demostrar: 1 7. Demostrar: AT V 5) 
(0) Ts (MR ve 
(2) Ear (2) TVS—=R 
sv 6) avs 
ed 
3. Demostrar: R 8, Demostrar: P. 
(1) (e 8 0) (1 Ps 
()R-=0 (2) Ss ve 
1] (3) PR (3) 1 v —*) 
4. Demostrar: (A £ D) 9. Demostrar: $ Y 1 
(A=8 YC (rs 
(2) 8-4 (e 
(9) D==0 (3) 21 
b 3. Demostrar: E Y M 10. Demostrar: R 
(svo ()TER=<S 
(2) SE (2) 51 
(3) OM (3) R—-5 


1. Demosirar: 4 =1 — £Po1 
Mist y ty= Y 09) 
Mao — 29 e pul 
(3) al 
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12, Demostrar: =(0=2 + a=)) 
Mis — yx 
ay e yr 
ESE 

13 Demostrar: 2e=12 + y=4 
(1) 2r+3=2 
(2) (96 —= 324) Y 2e=12 
(8) Qr=l2 — m6) Y 2er 
(0) 6 

14. Demostrar: 1=0. 

E) 
(DS 8 00 kml > 1-0 
5) 4=1 Y 1=0) Y (sy £ 19) 


7) 
= 120 V 1>) 
— 1.0 Y r<z 


B. En la Sección A anterior se podía deducir la conclusión utilizando de- 
mostraciones indirectas. ¿Se podría dar una demostración directa en cada Uno 
de los ejemplos de la Sección A? Si es así, indicar una demostración directa 
«en la forma típica para cada ejemplo donde el método directo ses posible. 


€. Cada una de las deducciones siguientes contiene errores. Hallar todos 
los errores y hacer las correcciones necesarias. 


L. Demostrar: (Y 8R) 
(1) YT 
(2) TS 
0) Rs 
(ver 
(5) 1 
(6) 8 
me ss 
(0) —s PP3,7 
(9) ses A6,8 


parra” 
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(10) VER==S 45 CP49 
(Var RAA 10 
2. Demostrar: TV P) 

(1) TR P 

2) RS P 

(3) 5 e P 

(a) e si 

(5) 8 PP9,4 
(6) —R TT2,5 
mí TP 1,6 
Cd s3 

(0) TP A7,8 
(10) 07 Y P) DL9 


0 38 Resumen 


Hemos aprendido a demostrar la validez de inferencia casi de forma análoga 
1 como se aprende a jugar un juego. Se parte de premisas dadas y el objetivo 
+s alcanzar una conclusión particular, El camino que se sigue para ello es 
¿deducir proposiciones, de otras proposiciones que ya se han obtenido util 
zando las reglas de inferencia. Cada movimiento que se sealica ha de estar 
permitido por una regla. 

En una demostración formal se ha de justificar cada paso que se dé 
haciendo referencia a una regla de inferencia. También se ha de indicar las 
proposiciones de las que se ha deducido la mueva proposición, Las reglas 
permiten hacer muchos movimientos, pero la estrrcgía estriba cn. hacer 
aquellos que conducen al objetivo, la conclusión deseada 

La idea de inferencia se resume en esta forma: 


De premisas cierta se obtienen sólo conclusiones ciertas. 


Puesto que las reglas de inferencia válida, permiten deducir sólo consecuen: 
cias ciertas de premisas ciertas, si 5e encuentra un caso en el que se ha de. 
ducido uns conclusión falsa de premisas ciertas 5e sabe que la inferencia 
mo es válida. Así, si e asignan valores de certera a las proposiciones atómi: 
«as de manera que las premisas sean ciertas y la conclusión fala, se ha 
demorado la no validez del razonamiento. 

Además del método directo de demostración se puede utilizar con fre 
cuencia la regla que permite introducir una premisa en la demostración, En 
una demostración condicional, por ejemplo, e introduce el antecedente de la 
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<onclusión (cuando es una proposición condicional) como premisa, y, ise 
puede deducir el consecuente, emonces se ha demostrado que la proposición 

cional es consecuencia de las premisas originales. En una demostración 
indirect, sí inroduciendo la negación de la conclusión deseada se puede 
deducir una contradicción de la forma P 8 —P, ensonce se puede afirmar 
lu conclusión descada por la rgla de reducción al absurdo. 

“Algunas veces no se desca deducir una conclusión de un conjunto de 
premisas, y lo que se busca es determinar si un conjunto de premisas es 
consistente o inconsistente, Se demuestra que las premisas son inconsstetes 
sl se puede deducir de ellas una contradicción de la forma P 8 —P. Enton- 
des se sabe que rodas las premisas mo pueden ser simultáneamente ciertas. 
ora demostrar la consistencia de premisas se hala ana asignación de cereza 
en la que todas las premisas sean simultáncamene ciertas, 

La teoría dela inferencia, de la que mos hemos ocupado husta ahora, es 
la teoría proposicional de inferencia. 


Ejercicio 13 
Ejercicios de repaso 


A. En cada uno de los ejercicios siguientes, primero expresar las proposi- 
clones con símbolos lógicos y despaés escblecer y demostrar si son lógica- 
mente falsas deduciendo wna contradicción, o posiblemente ciertos como. 
resultaría de una asignación de valores de certeza. 


1, Hay cincuenta estados en los Estados Unidos, pero si los Estados 
Unidos no hubieran comprado Alaska a Rusia, entonces no habría 
sincuenta estados en los Estados Unidos. 

2. No ocurre que o Juan toca la trompeta o no 10ca ningús instrumento, 
entonces Juan toca la trompeta. 

3. A Luis le gosta el latín y no le gusta el lacín. 

4 (PQ) 2 (0—P). 

5. (PRQ)=(P=0 VR) 

6. [=P V 0) V (PV =0)] 

1 

A) 

93 14) E 

0 ((1=2 => 2 —= 152) 


B, Expresar los conjuntos siguientes de proposiciones en símbolos lógicos 
y después establecer y demostrar si son consistentes 0 inconsistetes 
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1. SÍ Alicia está bien, entonces su temperatura 10 es 37.6, 
Alicia está bien si y sólo si su temperatura €5 37/. 
Pera si está bien y su temperatura no es 37.6 entonces clla no está 
bien, 
2. Los nitrmos se forman del nitrógeno atmosíérico libre o los nitratos 
se forman de las proteínas descompuestas en el suelo. 
Si los nitratos se forman del nitrógeno atmosférico libre, emtonces 
este proceso de formación de mitrtos se denomina fijación del niró- 
eno. 
El proceso no incluye liberación de amoníaco de las proteinas des- 
compuestas. 
Si el proceso no incluye liberación de amoniaco de las proteínas 
descompuestas, entonces los nitratos no están formados de las pro- 
cimas descompuestas en el suelo, 
3. No ocurre que o Juan compra una raqueta de tenis o compra una 
pelota de ten 
O Juan compa 
gue ya tiene, 
Si Juan no compra una raqueta de tenis, entonces está suisfecho con 
la raqueta que ya tien. 
ie José, emtonces Pablo visita a Pedro. 
Pedro, entonces o Antonio y Pablo van al cine o 
“caba su trabajo de implés. 
Pero Antonio y Pablo no acaban su trabajo de inglés 
“Además, Amonio y Pablo van al cine y Antonio no visita a José 
5. Si un hilo en un circuito eléctrico se funde y el hilo de otro no se 
funde, entonces el primer hilo tiene una resistencia más elevada, o ha 
pasado por él una corriente de mayor intensidad. Si el primer hilo 
tiene mayor resistencia, entonces una mayor cantidad de energía en el 
primer circuito se convirtió en calor. 
Si una corriente de mayor intensidad ha circulado por él, entonces 
tna mayor cantidad de energía en el primer circuito se convirtió 
en calor 
No ocurre que una mayor cantidad de encrgía eléctrica en el primer 
circuito se convirtiera en calor. 
¡No ocurre que un hilo en un circuito eléctrico se funda y el hilo en 
otro no se funda. 


vna pelota de tenis o no está satisfecho con la raqueta 


(ME=6vH (reo 
(2) I= 4 E) Pe 
(3) 68H (3) R 450 


(4) GE (4) os 
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8. (1) U=W VRVS) 9 ()P=0vR 
() W y R==4 m0 
6) ua (8) RP 


10. (andy 8 rte 
(2) sz Y 1<0) 
0) 22 > y=2 
() <= Y 2-2 


€, En cada uo de lox ejemplos que siguen. demostrar en forma, pica 
«completa que la concluión es consecuencia de las premisas dadas o dar una 
asignación de corteza para mostrar que la conclusión no 5e deduce lóica: 
mente, 


1, Si el polo empieza a golpear al perro, entonces cl perro empieza 
2 morder al cerdo, 

Si el perro empieza a morder al cerdo, entonces el cerdo saltará sobre 

el portillo. 

El palo empleza golpear al pero. 

Por tant, el cerdo saltará sobre el portillo, 

Si el freno falla el camino está helado, entonces el coche no parará, 

Si el coche se revisó, emtonces no fallarán los frenos. 

Pero el coche no se revisó. 

Por tanto, l coche no parará. 

Si ve ha construido una presa para suministra potencia bidroelécrica, 

entonces la industria fabril aumentará considerablemente 

Si no se ha construido una presa para suministrar potencia hidro: 

eléctrica, entonces la economía se ha de basar totalmente en productos 

agricolas. 

Por tanto, o la industria fabril aumentará. considerablemente o. la 

economía se ha de basar totalmente en productos agrícolas. 

4. O no hay muchos gatos o hay pocos ratones. 

Hay muchas flores, 

hay pocos ratones y hay muchas flores habrá muchos abejorros 

Por tamto, hay muchos gatos o habrá muchos abejortos. 

5. Si el pumo de una recta representa un entero, entonces el número 
se puede definir poc un decimal infinito o por us par de decimales 
infinitos. 

O el número se puede definir por un decimal finito o el número 
puede ser definido o bien poe un decimal infinito o por un par de 
El número no puede ser definido por un decimal finito, 

Par tamo, el pomo ea la recta representa un entero, 


2" 
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6. Un gas denso (clorhídrico) se introduce en un frasco y sobre él se 
coloca un frasco que contenga un gas de menor densidad (amoníaco), 
Si los gases se mecian por difusión, entonces el clorhídrico, ha su- 
bido y el amoniaco ha descendido. 

Si el clorhídrico ha subido y el amoníaco ha descendido, emonces el 
movimiento de los ses es opuesto al originado por la gravedad 

Si el movimiento de los gases es opuesto al originado por la grave- 
dad, entonces el movimiento ha de ser debido al movimieno mole 
culo 

Por tant, el movimiento ha de ser debido al movimiemo molecular. 


Demostrar: 8 —=0. 12, Demostrar: € 

(1) RN 1) w—F 

(0) K—=BVR (1) FECw 

0) 0YM=Kk (3) 0 w 

(4) 0 

). Demostrar: 4 Y € 13. Demostrar: € € D 

(1) 1VS=C8V (MAR C=8 
(2) A V (CV D) 
6A88 

Demostrar: P 14. Demostrar: P 8 Q 

(0) RY Qee (MPa 

(2) 5-0 ervo 

(3) R £s 

Demostrar: 8 y € 15, Demostrar: 5 —+R 

(1) A-+8 (1) R=-0 

(Y) 0D rvo 

(6)Avo 6) R=S 

Demostrar: G Y J=HVK 16. Demostrar: MN 

(1) SA (1) MVN 

(2) 1=k (2) Ne (MP) 
(3) PV (NE) 
(4) Qe (P=N) 


17. Demostrar: 5=3 
(1) é—3r+6=0 Y P-7E+12=0 
(Q) AI 12=0 + 123 Y x=4 
(3) P=5r+6=0 O 1=3 Y 1=2 
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18, Demostar 2=3 
M)x<y ko y<r — x<z 
() y <e —= x<) — 2=3 
(8) «<y 


19, Demostrar: xx 
Mirage: tb 
l)i=y E 2-1 
8) 1<z — 250 

20. Demostrar: (2r+2=8 + y=2) 
()y=2 — dxty=6 
(My=3 — 2428 
(3) l4x+y=6 Y yo3) 


Examen de repaso 


Demostrar, mediante asignación de certeza o deducción, si cada una de las 


órmulas es posiblemente cierta o lógicamente falsa. 


. 


sen 


(P <Q) € (P 20) 

. Pd A(P Y 0) VR) 
(*—0Q)—0)=0 
A) 
13 E ty Y 13) 


HL. Demonrar, mediame asignación de certera o deducción, si cada uno de 
los conjuntos de premisas siguientes es consistente o inconsistente. 


(ev 0 
(2) 2-0 
(6) PR 


(1) P= (OR) 


(0) PR 
0 


1-r-o 
(Rs 
rv 6 
(4) 085 


d (A (880) 
(2) D=(A VE) 
(3) E (CF 
(4) =D Y =F 


e (1) P=0QY=k 
(2) PR 
(5) P==0 
me 


2 el 
Q) ata — 150 
6) 50 Y y%1) 
()aty=y xl 
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lo. Dedocir, si es posible, la conclusión deseada de las premisas dadas 
en cada una de las siguientes. Si la conclusión no es consecuencia, escribir 
“no válida» y dar una asignación de certeza que lo demuestre. 


4.0 Francia era una monarquía en 1780 o Francia era una república 
en 1780, 
¡Si Francia era una monarquía en 1780, entonces la Revolución ame- 
cicana precede a la Revolución francesa. 
Francia 00 era una república en 1780. 
Por tanto, la Revolución americana precede a la Revolución fran- 


ces. 
b, Si el ángulo alía es igual al ángulo beta, entonces el ángulo beta es 


Si el ángulo bera es igual a 43, emonces el ángulo theta es igu 
a 0. 

O el ángalo beta es recto el ángulo Beta no es igual 90* 

El ángulo theta no es recto. 

Por tanto, el ángulo alfa no es igual al ángulo beta. 

«e. Si Julio elige a Tomás como director de la campaña electoral, en- 
tonces ganará las elecciones. SÍ Julio no gana las elecciones, entonces 
continuará como editor del periódico. 

Si cominón como editor del periódico, entonces Pablo será el editor 
asociado, 

Por tamo, o Pablo será el editor asociado o Julio no elige a Tomás 
somo director de su campaña electoral. 


de Demostrar =P E Demostrar: 
(Pao (1) LV (4 8N) 
Ryo (2) 1=N 
0) + Ve 

e Demostrar: € Y =4 h. Demostrar: A (CE) 
(1 A=8 MAVE=(0V0=8 
(2) 8 Cv D 
(3) o 

£. Demostrar: € 4. Demostrar: PS 
(1) E 16 YM mee 
(2) G—(H-+x) (2) (02) 
6) e (3) O— (RS) 


ore 


RATE 
AE 
e e y 
ee dy 


5 


7 
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(1) M= (PV 0) 
(2) PV Q)=N 
(3) M=N 


(Daty=3 VQ =2 4323) 
(2) (2 —= rhy3) Y oxty=3 


(10 
mover 

16 HR Y P) 
0) REA 
(5 R 

16) >0 

m a 

(9) e 

(9) Per 
110) e Y P 


(1) (43 Y y=Y € y 
2d a) + dy 


15) yu2 + 193 
10) 3 Y ye 

(5) 4.3 
(6) y=2 
m 123 = y=2 
18) 123 = 1) 
10) e 

410) > 

0) 0) E 1h 
012) Q=2 — x=) 

mars 

DARSE 

3 s=c 


mars vc 
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CAPITULO 4 
TABLAS DE CERTEZA 
0 4.1 Tablas de certeza 


Un método en general más conveniente que el diagrama para analizar Jos 
valores de cereza de proposiciones, es el de poner todas las posabilidades 
de certeza o falsedad en forma de una tabla, En efecto, todas Jas reglas 
de certeza funcional que se utilizan para proposiciones moleculares, pueden 
resumirse en forma de tabla. Esruz tablas básicas de certeza indican rápida: 
mente si una proposición molecular es cierta o falsa si se conoce la certeza 
/ falsedad de las proposiciones que la forman. Se dan a continuación las tablas 
básicos de cerveza para los cinco términos de enlace de proposiciones, Si ye 
conocen los valores de certeza de una proposición P y de una proposición O. 
se busca la línea que presenta esta combinación partcular de valores de 
certeza y en la misma línea en la columna de la proposición molecular se 
encontrará su valor de certeza. 


Negación Conjunción Disjunción 
eo Po río ro rva 
E + cc € ce e 
7 0 CF R ern € 
po o F Fi € 
FEO OF F OF F 
Condicional Equivalencia 
PO r-a PO Pro 
c € e te e 
cr F CE F 
ro € rc F 
FEF c TP. € 


Es estas blas se hallan resumidas todas las reglas de aplicación estudiadas. 
Si se tiene duda sobre alguna de estas reglas se pueden utilizar entonces estas 
tablas como tablas de referencia. 
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En el Capítulo 3 se indicó que necesitbamos un método general de de- 
serminación de validez por medio del cual pudiéramos estar seguros de la 

de cada vegla de inferencia sugerida. Las tablas de certeza proporelo- 
an un método mecánico para comprobar la validez. Se puede comprobar la 
validez de cualquier inferencia sin hacer referenca a ¡una de las reglas par- 
ticulares dadas que permita aquella inferencia. 

Antes de desarrollar esa comprobación conviene volver bruscamente a la 
noción misma de inferencia válida, Si una inferencia es válida, entonces 
en cada posible interpretación o asignación de certera, si las premisas son 
ciertas la conclusión del razonamiento será también cierta. Las tablas de cer. 
reza proporcionan todas las posibles asignaciones de certe, y el método de 

la validez de cualquier inferencia es el siguiente: Primero, se 
escriben todas las combinaciones posibles de valores de certeza para las pro- 
posiciones atómicas incluidas en el ejemplo. Segundo, se determinan los valo. 
es de certeza para todas las premisas y de la conclusión del razonamiento. 
Tercero, se buscan las líneas que presentan todas las premisas como proposi- 
ciones ciertas; si la conclusión es también cierta para cada una de estas 
líneas, entonces el razonamiento es válido. Pero si hay alguna línea para la 
que tods las premisas son ciertas y la conclusión es falsa, el razonamiento 
mo es válido yla conclusión no es una consecuencia lógica. 

Se considera ahora un ejemplo de una regla de inferencia ya conocida, 
Se utilizará una tabla de certeza para confrontar la validez de la regla del 
modus tollendo ponens. Las premisas son de la forma PV Q y =P. Por 
tanto, es necesario hallar todos los posibles valores de certeza pára estas 
dos proposiciones, Para ello, primero se anotan todas las posibles combina: 
«iones de certeza o falsedad para las proposiciones atómicas que constituyen 
las proposiciones moleculares. Las proposiciones atómicas son la proposición 
P y la proposición Q. El número de combinaciones posibles de certeza o 
falsedad depende del número de proposiciones atómicas que intervienen. En 
este caso se tienen dos proposiciones atómicas, y puesto que para cada una 
de ellas hay dos posibles valores de certeza, el número de líneas en la tabla 
de certeza será 2x2 o 22.* Se construye la tabla de certeza en la forma 
siguiente: 


Po rva e 
ce E 5» 
GE E 
rd oo 
PF OE € 


ere para ina propi misma, enoncos pura tcs pesposcnes atómica 
de dino 2X2X2 6 2 combinaciones, La nea pene e que 3 bey propano 
Sica! Does har 2 emblraons de lero pli de 
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El método para la formación de la tabla de certera anterior es el siguiete: 
Se empieza poniendo todas las combinaciones de certeza o falsedad debajo 
de las proposiciones P y Q. El valor de certeza de las proposiciones molecu- 
lares depende de los valores de certeza de las proposiciones P y Q. Por 
tanto, al llenar la columna correspondiente a cada proposición molecular hay 
que referirse a los valores de cereza de sus partes. Por ejemplo, en la pri- 
mera línea se tiene P como cierta y Q como ciera. Por tamo, PV Q es 
una proposición cierta, y puesto que P es una proposición cierta —1P es 
falsa, Por otra parte, en la última línca de la tabla P y Q son ambas pro- 
posiciones falsas; por tano, la proposición P Y Q ha de ser falsa, y Pes 
cierta, 

El po siguiente es ver las líncas en las que todas las premisas del 
razonamiento son ciertas. En este caso, las premisas del razonamiento son 
PY Qy —P. Miro la tabla de certera se ve que las premisas forman 
las dos últimas columnas de la tabla. Observando las columnas encabezadas 
por ellas se encuentra sólo un caso donde ambas premisas son simultáne 
mente ciertas. Esto ocurre en la tercera línca, Para indicar en las tablas 
que las premisas son simultáneamente cietas se encieran las C en circulos 
para las premisas de la tercera línea. Puesto que una inferencia válida re 
quiere que en todos los casos en que las premisas son ciertas la conclusión sea 
también ciera, la conclusión será también cierta en la tercera línea si el 
razonamiento es válido, La conclusión del razonamiento es O. Se comprueba 
hora la columna de la Q para el valor de certeza de la tercera línea, Puesto 
ue se encuentra que es cierto, entonces 5c sabe que la inferencia en cuestión 
es válida. Para poner esto de manifiesto en la tabla se pone un cuadrado 
alrededor de la asignación de certeza de la conclusión en cada loca en la que 
todas las premisas son ciertas; es deca, en cada línca donde los valores de 
certeza de las premisas están señalados con un círculo. 

Para presentar un contraste con la inferencia válida del modus. ollendo 
ponens consideremos el enor de afirmar el consecuente, discutido en el 
capítulo anterior, Lo que se pretende es mostrar cómo ve puede utilizar el 
Análisis de las tablas de certeza para demostrar que se tata de un error Esta 
inferencia errónea tiene la forma 


eo 
a 


e 


Las premisas son P— Q y Q: la conclusión es. P. Puesto que se tienen 
dos proposiciones atómicas, P y Qs la tabla de certera ha de tener cuatro 
líneas. Ambas premisas son ciertas eo las líncas (1) y (3) de Ja tabla, pero 
sólo en la línea (1) la conciusión P es también cierta. Al aparecer F en la 
columna Pen la tercera línea se sabe por la tabla que la inferencia es 
errónea. 
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Es importante comprender exactamente cl motivo por el cual la tabla 
de certeza muestra que esta inferencia es errónea. En la línea (3) se observa 
que P es fala y Qes verdadera, Si se cligen dos proposiciones atómicas 
cualesquiera que tengan respectivamente estos valores de certeza, se pueden 
construir las premisas ciertas P— Oy Q y la conclusión falsa. P, En este 
«aso aparece sio más que la conclusión es falsa, pues es precisamente la 
proposición atómica P, Por ejemplo, sea Pm «l=2» y Q= s0=0», En 
tonces la inferencia errónea sería: 

Si 1=2 entonces 0=0 

0=0 

Por tanto, 1=2, 


En el Capítulo 3, se sugirió un ejemplo de inferencia válida que no 
ha sido introducido como regla de inferencia, Se sugirió que de la proposición 
P —+ Q se podría inferir la proposición P Y Q. Se puede comprobar la vx- 
lides de esta inferencia construyendo la tabla de cerieza apropiada. Las dos 
proposiciones atómicas son la proposición P y la proposición Q; así se 
empezará llenando las columnas P y Q. Después se obtienen lor valores 
de certeza para la premisa P — O. Para consegui los valores de cereza para 
la disjunción PV Q, que es la conclusión deseada, se han de encontrar 
primero los valores de certeza para =P. 


POQ >. ro vo 


cor O E 
GF ot E 

A (o) [€] 
rec Ob 


El método para llenar las columnas eo la tabla de certeza anterior es 
¡Colocar los valores de certeza cn las columnas 1 y 2. Obtener la columna (3). 
=P, haciendo referencia alos valores de certeza de la columna 1. Se obrienen 
los valores para la columna 4 atendiendo conjuntamente 4 los valores de las 
columnas 1 y 2. Finalmente, se obtienen los valores de la columna 3 con 
siderando la columna 2 y la columns 3, conjuntamente 
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La columna 4 representa la única premisa en el cjemplo de inferencia. 
Se consideran los casos en los que esta premisa es cierta. Para esta premisa 
se tiene cierta como valor de cetez en as líneas (1), (3) y (4. Por tato, se 
encieran en círculos las ares C. Sila inferencia es válida, entonces la con- 
«ilusión será cieta en cada una de eta línes, Controntando la columna 5, 
¿que es la conclusión que se busca, se encuentra la letra C en cada lines 
en la que aparece la letra C para la premisa, como se indica por las C en 
cuadrados. Así se concluye que la inferencia sugerida es válida. 

Para poner de manifiesto la potencia de este método de análisis, será 
úl considerar wn ejemplo más complicado en el que no es posible de ante. 
mano saber nada de su validez o no validez, Se considera el siguiente cazo 
namiento matemático. 


Sie=0 y y==, entonces y>1 
> 
Por tanto, yo 


Se desea saber si ese razonamiento es válido. Aparecen en Gl tres proposi 
ciones atómicas, que se simbolizan en la forma. 


Am «m0 
ayer 
C= ey>l» 


Puesto que cada proposición atómica puede ser verdadera o falsa, hay 21=8 
combinaciones de certeza y, por tanto, ocho líneas en la tabla de certeza. * 

Mediante los símbolos A, B, y C., el razonamiento considerado se puede 
simbolizar 


tt] 
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Ejercicio 1 


AA. Mostrar por medio de una tabla de certeza cuál de los ejemplos de inte 
rencia siguientes es válido, Construir la tabla de certeza completa y escribir 
las palabras aválidas o «no válida» junto a ella, 


1, Si Isabel se rerasa, entonces Cristina. es puntual 
Si Isabel mo se retrasa, entonces Cristina no es puntual. 

Por tanto, o Isabel se retrasa o Cristina es puntual, 

2. Si tengo 18 años, entonces soy mayor que Pablo, 

Si no tengo 18 años, emonces soy más joven que Jorge. 
Por tanto, o tengo 18 años o soy más joven que Jorge. 

3. O García no entrega la mercancía o el contrato se considera legal. 
Por tanto, si García emrega la mercancía, entonces el contrato ve 
considera legal 

4. Si yo fuera el presidente, entonces viviia en Washington, D. CG. 
No soy el presidente. 

Por tanto, no vivo en Washington, D. C. 

3. Un átomo de hideógeno tiene un protón en su núcico y el número. 
atómico del hidrógeno es uno. 

Por tanto, un átomo de hidrógeno tiene un protón en ceda núcleo 
si y sólo si el número atómico del hidrógeno es 1 

6. Los terrenos sembrados continuamente se agotan si y sólo si no se 

han tomado medidas para restablecer los minerales extraídos por 
Jas cosechas. 
Por tamo, o los terrenos sembrados continuamente se agotan 0. se 
han tomado medidas para restablecer los minerales extraídos por 
Jas cosechas. 

7. O AB es mayor que BC o AB no es igual a CD. 

Por tanto, AB no es igual a CD y AB es mayor que BC. 
8.(Pv 0-0. 
Por tanto, 

0 e. 
Por tanto PQ. 

10, P—=0.=0. 
Por tanto, —P. 


B; Completar la tabla de certeza dada a continuación para mostrar que la 
ley del silogismo hipotético es una buena regla. 
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200007 
==o00mmoolo 


€. Construir una tabla de certeza para demostrar que=P % Q es conse. 
cuencia lógica de (P Y 0). 


D. Construir una tabla de certeza para probar que la regla de adjunción 
es una buena regla de inferencia. 


E. Construir una tabla para probar que la regla, modus tolendo. ponens 
+s una buena regla. 


F.. Probar medisme una tabla de certeza cuáles de los siguientes razona: 
mientos matemáticos son válidos y cuáles no son válidos. 


Lo x0=3, Por tanto, yO — 0d, 
Day — amy y ml Va, Por tao, yl 
BASS — xy ty e 5, Por tomo 5 Ka 


4.1<3 —= 143, Por tanto, 13. 

5xmy — xey 8 y=2. Por tanto, xy. 

Bay — a=y 8 y=2. Por tamo, amy. 

Tox<e + ráty let 8 my), Por tamos 
a«<z Y roy 

B.3%y — roy roy —+ (ey 8 347), Por tano, 
3Sy Y 97. 

Did — 2 (m2 Vd), Por tao, 1=2 8 
122 

1x=2 Y r<2 m3 — 042 — x2. Por tanto, 
173, 


Mixmy eo yl. =le=y 8 yoi). Por tano, yl 
12 xy —= 125, 145 Y y<6 x=) — 3<0 
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9 42 Tantologías 


Una proposición molecular es una tantología si es cierta, cualesquiera que 
scan los valores de certeza de las proposiciones atómicas que la componen. 
En una tuuología se pueden sustituir sus proposiciones atómicas por otras 
proposiciones atómicas cualesquiera, ciertas o falsas, y la proposición es tam- 
bién ciena- Por ejemplo, para cualquier proposición atómica P 


ru 


es una tautología. Si P.es cierta, entonces PV =P es cierta, Además, si 
es falsa, entonces PV —P es también cierta. 
Se puede presentar esto mediante una tabla de certeza. 


PO Pu 
Cc F c 
ro c 


En wna tabla de certeza, si una proposición es una tawtología, entonces cado 
línea ha de tener una «Cs en la columna encabezada por ells, lo que indica 
que la proposición es siempre ciera independientemente de las combinaciones 
de los valores de certeza de sus proposiciones atómicas. Se hu de recordar 
que en cada caso particular una proposición atómica tiene el mismo valor 
de certeza cada vez que se presenta dentro de una proposición molecular, 
SÍ P se presenta más de una vez en una proposición particular, entonces 
o puede ser cierta en un caso y alsa en el otro. Si.s falsa, emonces es falsa 
ada vez que se presenta, y si es cierta, entonces es cierta cado vez que se 
presenta. 

¿Es la proposición PV Q—+ Puna tautología? Para responder a esta 
cuestión se puede construir una tabla de certeza, 


P.Q Pva Pva=e 
e: e c 
ci € c 
REO € E 
FORO OF c 


En esta tabla se obriene la tercera columns de las dos primeras en virtud 
de la regla práctica para las disjunciones. Se obtiene la última columns de la 
primera y la tercera en virtud de la regla práctica para condicionales, Sí la 
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proposición sugerida es una tautología ha de tener una «Ch en cada línea de 
la cuarta columna. La letra «F» de falsedad en la tercera línea muestra que 
PV Q-—+P no es una tauología, pues la combinación de ser P falsa y O 
ser cieta de logar x la proposición P VQ — Pque es fala, La letra «Fa, en 
vna única fla de la column encabezada por la proposición en cuestión es 
suficiente para demostrar que la proposición no es una tautología. 

"Uns definición formal de ana tautología es: 


Uns proposición es una tamtología si y sólo si permanece 
cierta para todos les combinaciones de asignaciones de cer 
Leza atribuidas a coda una de sus distintas proposiciones 
atómicas 


El método de la tabla de certeza para determinar si una fórmula cs una 
tautología utiliza esta definición. Independientemente de cuales sean las pro- 
posiciones atómicas que se sustituyan en una tautología, la proposición resul- 
tante será siempre cierta, Así se encuentra la «Cs de certera en cada línea 
de la columna final de la tabla, como en el ejemplo siguiente. 


PRQ PRO) PVPx0) 


roo 

ce ca FE 3 

co. Fr OP Cc c 

E c c 

pOr OF c ES 
Esercicio 2 


A. Si P y Qson proposiciones atómicas distintas, ¿cuáles de las siguientes 
som tautologías? Utilizar tablas de certeza. 


LP 6rYo—r 
AS 7PRO=PYQ 
3PYQuovr 8. PY 0 (PQ) 
4 (0) (0—P) 9 PV 0 (P==>0) 
Pre 10. =P Y Q—(P—0) 


B. Scan P, Q y R proposiciones atómicas distintas. Decidir mediante tablas 
dle certeza cuáles de las proposiciones siguientes son tautologías. 


Leyo 6 r—=0)=(0=P) 
2Py>P 7. (PQ) Q—P 
3PYO0—=0vP ar [0-(0—P) 
4 PP O) VR LPLQ—PVR 

5 P=(P—0) 10. PROQ== (PO VR 
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9 43 Implicación temtológca y equivalencia tautológica 


Una proposición P-se dice que implica tutológicamente una proposición Q 
si y sólo si la condicional P—» Q es una tautología. Así, una implicación 
antológica es una tautología cuya forma es la de una proposición condicional 
La proposición «Pérez apuesta por los “Gigantes” y López apuesta por 
los "Universitarios”», tautológicamente implica «Pérez apuesta por los “Gi. 
antes". Ya que cualesquiera que sean las proposiciones P y Q, P 4 GP 
+5 tuna raología. 

La noción de implicación tautológica es importame en el estudio de 
la validez de inferencias, pues cada ejemplo de inferencia proposicional puede 
expresarse como una implicación rautológica. Si se toman los ejemplos de 
inferencia que se encuentran x lo largo del Capltulo 2 se puede construir para 
cada uno de ellos una condicional cuyo antecedente es la conjunción de pre- 
misas y cuyo consecuente es la conclusión. Si la conjunción de las premisas 
es cierta, entonces la conclusión ha de ser cierta. Por lo tanco, 4 cada razo: 
namiento proposicional corresponde una condicional y a cada condicional co- 
responde un razonamiento. El razonamiento es vlido si y sólo si la condicio. 
al correspondiente es una tautologia. 

Para construirla condicional que corresponde a un razonamiento se ligan 
simplemente con £c todas ls premisas paca formar la conjunción de prem 
¿ue es el antecedente, y después se pone la conclusión del razonamiento como 
consecuente, como en el siguiente ejemplo 

Razonamiento: 


Demostear:R 8: 5 
me 
meo 
(3) 0 V (RES) 
Condicional correspondiente” 


PRPO) RCOVRESIRES 


Por otra parte, sl se desca construir el razonamiento pata la condicional se 
escribe el consecuente como conclusión, y las diversas proposiciones cuya 
conjunción constituye el antecedente como las premisas del razonamiento. 


E MERAInA E q tes pes a 
e 
ia 

A cr ac dh 


Fonénienia 
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Una manera de hablar de un razonamiento es diciendo que las premisas 
implican la conclusión. Cuando se dice que es una implicación tautológica, 
se indica con ello que la condicional correspondiente es una tautología y, por. 
tanto, el razonamiento válido. Debido a esta correspondencia ente el razona: 
miento y su condicional, las proposiciones condicionales se consideran fre» 
cuentemente como implicaciones. Esto es particularmente conveniente cuando. 
se discuten implicaciones tautológicas. 


Ejercicio 3 


A. Construi la condicional correspondiente a cada uno de los razonamientos 
siguientes. 


1. Demostrar: R 3. Demostrarixmy + 12 
(10 Mary 15 
(2) *-0 (2) xm5 — x<r 
2, Demostrar: -(P 8 0) 4. Demostrar: (A Y 8) 
(Pro (1 ceo 
(2) CA 
(6) 0v-8 


B. Construir el ranonamiento (premisas y conclusión) correspondientes. a 
cada una de las condicionales siguientes. 


LP (Qv-P)-,0 
LALO de yt) + 140 Y yx 

3. (QT VR) 85 E (RVT=8) (50 4D) 
4 (PQ) e (P 8-10) 8 


La regla de inferencia del modas ponendo ponens, considerada como una 
implicación tautológica, presenta la forma: 
P—0)2P-0 
El antecedente de la condicional es la conjunción de ambas premisas. El 
consecuente es la conclusión. 
Otra implicación tautológica es: 


(PQ) £0—-, 
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Se puede reconocer esta implicación tauológica como expresión de la infe- 
rencia conocida por el modus tollendo tolles. El antecedente es la conjunción 
de dos premisas P— Qy —0, y el consecuente es la conclusión —P, 

Se puede demostrar si un ejemplo cualquiera de inferencia proposcional 
es válido, expresando la inferencia como una condicional y determinando 
por medio de una tabla de certeza si esta condicional es o no tatológia. 
Si la implicación es tautológica, entonces la inferencia es válido, Si la impli 
cación no es tautológica, emonces la inferencia es no válida. Recuérdese 
que lu implicación que se ha escrito tiene como antecedente la conjunción 
de odas las premisas y como consecuente la conclusión. Un ejemplo de com: 
probción de validez por tabla de certeza, donde la inferencia s la del modus 
tollendo tolens, es: 


Q Pp 20 PQ (P=0)£>0 (P=0)4-0=> 


ro 
c 
c 
F 
F 


20mo| 
no. 
onom 
como 
on» 
non 


La implicación que aparece en la última columna es una implicación 
tautológica, pues se ve que cada fila en esta columna tiene una C, Si la impli- 
cación es una rautología, entonces la inferencia que deduce —P de las pre- 
misas PQ y 20 es una inferencia válida, 

Dos proposiciones se dice que son lógicamente equivalentes si en cual- 
quier posible asignación de certeza las dos tienen el mismo valor de cer 


tera Eso se puede ver metiame una tabla de cereza. Se considera P y 


nic F 


Esta tabla indica que en cualquier lines P y —1=P son ambas ciertas o ambas 
falsas, En ningún caso es una cierta y otra falsa, Por tanto, son lógicamente. 
equivalentes. A continuación se utiliza wna tabla de certeza para comprobar 
la equivalencia de AEB y (DA V 


TA 8 AVE OA VO) AB 


2=.on » 
noma 


com 
ano” 
nano 
2.0. 
ao. 
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Comparando las dos últimas columnas línes a línca se ve que Bajo la misma 
asignación de certeza (en cualquier línea) tienen el mismo valor de certeza, 
ambas ciertas o ambas falsas. Asi se sabe que son lógicamente equivalentes. 


Ejexcicio 4 


Utilizar tablas de certeza para determinar para cada uno de los pares 
de proposiciones siguientes si son lógicamente equivalentes. 


Lev 3 PVP 
a. POP .o 
Daml Vd 4 HA 28) > € 
>(x<3 de m1) BECA 


Examinemos ahora la tabla de certeza paca la bicondicional. 


r | a | ra 
0 AI 
161) c F F 
10) F c F 
10) EP c 


Se observa que en la línea (1) y en la líbes (4), en las que P y Q tienen 
Ja misma asignación de certeza (ambas ciertas o ambas fas), la bicondicional 
+s cierta; y que en la línea (2) y en la lnea (3), en las que una es cierta 
y la, otra es falsa, la bicondicional es falsa, Por lo tanto, la bicondicional 
conduce a la afirmación que P.es equivalente a Q puesto que Por Q es 
cierta siempre que tengan ambas los mismos valores de certeza, y falsa si us 
valores de certeza son opuestos. Así, para cada par de proposiciones se puede 
construir una bicondicional colocando +> entre ellas. Esta bicondicional es 
cierta siempre que las proposiciones tengan el mismo valor de certeza, y 
falsa cuando no lo tengan. Por esto, una bicondicional se denomina con 
Frecuencia una equivalencia. 


Ejercicio 5 


Construir la condicional correspondiente a cada uno de los pares de 
proposiciones dadas en el Ejercicio 4. 


pea 
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Si dos proposiciones son lógicamente equivalentes, el valor de certeza 
de una es siempre el mismo que el valor de certeza de la otra, y su bicon- 
dicional correspondiente será siempre cierta. Se trata de una tautología. Por 
esta razón, proposiciones lógicamente equivalentes se llaman también pro: 
posiciones tuutológicamente equivalentes y la bicondicional (o equivalencia) 
se denomina une equivalencia tautológica. 

Esto proporciona un segundo método para determinar si dos proposi- 
ciones son lógicamente equivalentes: se construye la bicondicional corres- 
pondiente (equivalencia) y, por medio de la tabla de certeza se determina 
si la equivalencia resultante es una tautología (equivalencia tautológica), 


Ejercicio 6 


Examinar las tablas de certeza para cada una de las bicondicionales 
construidas en el Ejercicio 3 y dedocir de ellas si las proposiciones de cada 
uno de los pares en el Ejercicio 4 son tautológicamente equivalentes. 


Ordinariamente no se usan las tablas de certeza para comprobar la val 
dez de un rasonamiento; en general se usa el mérodo de deducción que se 
aprendió en el Capítulo 2. Hay dos razones poderosas para desarrollar la 1e0- 
vía de la inferencia proposicional y aplicar los métodos expuestos de llegar 
1 las conclusiones a parir de premisas. Primero, excepto para las inferencias 
más simples, una tabla de certeza es muy grande y pesada de construir. Ya 
las tablas de certera que contienen tres proposiciones atómicas resultan mo- 
lestas porque tienen ocho combinaciones posibles de certeza o alscdad con 
Jas que hay que trabajar, La mayor parte de las deducciones que se presen: 
tan en seguida contienen más de tres proposiciones atómicas, SÍ un conjunto 
de premisas y la conclusión deseada contiene cinco proposiciones atómicas di 
tintas, emonces la tabla de certeza adecuada ha de tener 32 líneas, NO. só: 
lo tendeía muchas líneas, sino que tendría también muchas columoas, 
porque en la mayoría de ejemplos de inferencia hay diversas premisas y 00 
pocas proposiciones moleculares. Algunos de los ejemplos de inferencia para 
Jos cuales se puede deducir paso a pasó una conclusión en 8 6 9 líness 
se necesitaria mucho más tiempo para demostrarlo por medio de una tabla 
de certeza, No sólo es aburrido el constuiz una tabla tan masiva, sino que 
además es muy difícil el evitar equivocarse. Segundo, el método de la tabla 
de certeza sólo es adecuado para demostrar la validez de una cierta parte 
de los posibles razonamientos lógicos. Usaremos la rcoría proposicional de 
inferencia desarollada en el Capítulo 2 para poder continuar en el Capí 
tulo 3 con otros tipos de inferencia lógica. La introducción de ls tablas de 
certeza no es adecuada para la clases de saronamientos lógicamente válidos 
que se analizarán en los capitulos que siguen. Sin embargo, las tablas de 
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¡certeza son un método general que puede ser utilizado siempre, para compro: 
bar la validez o no validez de cualquier inferencia proposicional. 


0 44 Resumen 


Asi como un diagrama de certera, presentar los valores de certeza de una 
fórmula para una sola combinación de asignaciones de certeza para sus 
proposiciones atómicas, la tabla de certeza muestra los valores de certeza 
de la fórmula para todas las combinaciones posibles de asignaciones de cer- 
reza. Incluso con una tabla de certeza se puede hacer simoltágeamente para 
varas fórmulas diferetes, 

Para construir una tabla de certeza que dé todas los combinaciones 
posibles de asignaciones de certeza 2 n letras atómicas distintas, son necesaria 
25 líneas, Para cada letra atómica distima se necesita una columns, y tam 
bién se necesita una columna por cada ¡érmino de enlace que se presente 

Una tautología es una proposición molecular cuya columna en una tabla 
de certeca no posee ninguna E. 

Hay dos maneras de utilizar una tabla de certeza para determinar si un 
razonamiento es vlido, El primero consiste en construir una tabla de certeza 
«on una columna para cada premisa y la conclusión y analizar línea por línea 
para ver si la conclusión es ciérta para cada línea en la que sodas las pre- 
misas son ciertas, El otro método consists en construir la condicional corres 
pondiente y después utilizar una tabla de certeza para determinar si la con 
dicionl es una cautología (implicación tauológica). 

Hay des maneras de utilizar una tabla de certeza pora determinar idos 
proposiciones son lógicamente equivalentes. La primera consiste en construlr 
una tabla de certera con una columna para cada una de las proposiciones 
y después examinar la tabla línea por laca para ver si tienen siempre los 
mismos valores de certeza en cada línea. El otro método consiste en construir 
la correspondiente bicoodicional y después utilizar la tabla de certeza para 
determinar si la bicondicional es una tautología (equivalencia tamtológica) 


Enercicio 7 
Ejercicios de repaso 


A. Se suponen conocidos los valores de certeza de las proposiciones atómi 
cas en las proposiciones moleculares siguientes. Primero traducirlas totalmente. 
en símbolos lógicos y después con aquellos valores de cerseza wrilizar diagra- 
mas de certeza para hallar los valores de cesteza de cada proposición mole- 
cular, (Para los diagrames de certeza y las tablas de certeza todas las pro- 
posiciones atómicas, incluidas las proposiciones matemáticas, serán represen: 
tadas por letras atómicas] 
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1. Si dos y dos son cinco, entonces Colón no descubrió América y esto 
«es un ejércicio lógico. 

2. Si uno no es dos entonces, si dos por tres no son seis emtonces,a la 
vez nueve menos cinco no es dos y 1uno-es menor que dos. 

3. Si no ocurre que la Luna está hecha de queso verde o que las vacas 
no tienen cuatro patas, entonces las finas vajilas chinas se rompen 
fácilmente si y sólo si se wtlizan cucharas para comer. 


Utiliza la abla de certeza de las premisas y conclusión de cada uno de 
Jos razonamientos siguientes para decidir si es válido o no válido, aplicando. 
el primer método de analizar línea por lnea. 


1 (A 8) AC) 
> 
Por tanto: 8 Y € 
2 (AB) 8 (AC) 
e y 0 
Por tanto: 14. 


€, Determinar si los raxooamientos siguientes son válidos, construyendo la 
condicional correspondiente y determinando por tablas de certeza si es una 
implicación tautológica. 
Lamy — emy LABRA 
Por tanto: xy. BYA € 
Por tano: A—= € 


D. Sem AB, y € tres proposiciones atómicas distintas cualesquiera, Deci- 
dit mediante tablas de certeza cuáles de las siguientes son tautologías. 


L (08 (0 Y CJ) 
20). 
SA RB- (AB VO) 


E) 


E. Utilizando la proposición P £ Qcomo premisa, determinar mediante ta 
blas de certeza a cuáles de las siguientes implica utológicamente. 


1, P (Dar una tabla de certeza para P- € Q— Ppor ejemplo). 
2PR=0 
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3-eva 
4. 0P 
Po 


F. Utilizando la proposición —P VQ como premisa determinar, mediante 
tablas de certeza, a cuáles de las siguientes implica tautológicamente. 


1, P (Por ejemplo, dar una tabla de certeza para —P Y Q—P). 
20-P 

3.P=0 

4.0" 

5>PRQ 


'G, ¿Es la proposición P wutológicamente equivalente a alguna de las sl- 
pulentes? 


M.. Algunas de las reglas de inferencia introducidas en el Capítulo 2 son 
implicaciones tautológicas y algunas son equivalencias tautológicas, Utilizar 
tablas de certeza para mostrar cues de ls siguientes son implicaciones ta 
tológicas y cuáles son equivalencias taurológicas: 


1, Ley de simplificación 


(Ver si P.2-Q—=Pes una tautología 
y si P 8 Qe Pes una tauología). 

2. Ley de doble negación 
(Ver si PP cs una tautología y 
si PHP es una tautologia). 

3. Ley de adición 

4, Leyes conmutativas. 

3. La nueva ley: De P—+ Q se puede inferir —(P £=0). 
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Esamen de repaso 


L. En los ejemplos siguientes, primero hacer la traducción 4 simbolos l6g 
«os utilizando las letras dadas para las proposiciones atómicas, después. utili 
vas los diagramas de certeza para ballar los valores de certeza de las propo- 
siciones moleculares a parti de los valores de certeza dados de las proposiclo- 
es que son las partes. 


«Franklin nsció antes que Washington» (cierta). 
<Wisbington nació en el sigo dieciocho» (cierta). 

«John Quincy Adams nació ames que John Adam» (lts). 
«Lincoln vivió durante el mismo periodo que Franklin» (falsa). 


a, Si Franklin mació ames que Washington, emonces John Quincy Adams 
mo nació antes que John Adams. 

b, Si, o Lincoln vivió durante el mismo período que Franklin o John 
Quincy Adams nació antes que John Adams, entonces Washington 
ació en el sigo dieciocho. 

+. Si Lincoln no vivió durante el mismo periodo que Franklin, entonces 
o Washington no nació en el siglo diccioho o John Quincy Adams 
nació ames que John Adams. 


1. Utilizar tablas de certeza para hallar la validez o no validez de Jos si- 
guientes razomamiemtos simbolizados: 


A. SA (By O 
Por tanto; =8—» 4 caB=c 
bor<t Por tanto; A+ € 

Por tanto: xy Y r<4 AVE 
Por tanto: A 


HL. Sean A, B, €. tres proposiciones atómicas distintas cualesquiera, Deci- 
¿liz mediante tablas de certeza cuáles de las siguientes proposiciones son tau- 


2. A YA 
DoSA Bos (8 A) 
(DADA V 8) 8 80 4 


de A (A 8) 

e (AB) =B)=A 
XV. Mostrar mediante tablas de certeza cuáles delas siguientes son Implica 
ciones tavtológicas. 
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a PY 0—P 8-0 
bo [(P => 0) e (RP) (R — 0) 


V. Mostar mediante tablas de certeza cuáles de la siguientes, son equivo- 
lencias ratológicas. 


a, (P +0) ++ (0 =P) 
breoPvo 
e (PQ eva 


CAPITULO 5 


TÉRMINOS, PREDICADOS 
Y CUANTIFICADORES 
UNIVERSALES 


e 51 Introducción 


A lo lorgo del estudio de la inferencia lógica se ha examinado la forma 
Iópica o estructura de proposiciones moleculares, pero no se ha analizado la 
estructura lógica de las proposiciones atómicas, Nos podemos plantear la i- 
guiente cuestión: «Las reglas de inferencia hasta ahora consideradas, ¿permi 
en hacer todas las inferencias y deducir todas las conclusiones que se pueden 
pensar como válidas?», No es diícil encontrar ejemplos que contesten a esta 
«cuestión con un «no». Consideremos el razonamiento siguiente: 


Premisa: Todos los: pájaros son animales. 
Premisa: Todos los rulseñores son pájaros 
Conclusión: Todos los ruiseñores son animales. 


Parece, efectivamente, ser un razonamiento correcto. Se puede escribir en la 
forma general siguiente: 


Peemisa: Todos los son 4. 
Premisa: Todos los R son B. 
Conclusión: Todos los R 500 A. 


Sean A, B y R objetos cualesquiera libremente elegidos. Siempre que las pre 
misas sean cierta se encontrará una conclusión cierta, 

Por otra parte se puede simbolizar este razonamiento como se ha hecho 
o capitulos anteriores. 

Ses 
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Poniendo. P, Q, Ren lugar de sas proposiciones, el rzonamiemo se pre 
senta en la forma 

Po Premsa 

O Premia 

R Conclusión. 


Es claro que no se puede deducir R de P y O mediante las reglas cons 
dead hasta ahora. 

Aparentemente se necesitan más reglas de inferencia para poder hacer 
todo lo que en Lógica se desea hacer. Pero antes de introducir nuevas reglas 
e ha de considerar cuidadosamente la estructura de las: proposiciones 


Esercicio 1 


A. En los razonamientos siguientes tanto las premisas como las conclusiones 
son proposiciones atómicas. A pesar de que las conclusiones no pueden dedu 
«irse mediante los métodos y reglas que se conocen hasta ahora, algunos de 
los razonamientos son válidos y otros no. Leer los razonamientos € indicar 
si la conclusión parece deducirse o no de las premisas. (No se piden las 
deducciones, sino decir simplemente lo que jurece lógicamente) Una obser: 
vación: mo se confunda la verdad de hecho y la valide lógica. 


1, Todas los. eaas on anfibios 
Todos los anfibios son vertebrados. 
Por tanto, tras las ranas son vertebrados. 

2. Algunos estudiames estudian Lógica 
Todos los estudiantes que estudian Lógica conocen el vocablo «pre- 
miso, 
Por tamo, algunos estudiantes conocen el vocablo «premisa». 

3. Todos los árboles de nuestro jardín pierden ls bojas en otoño. 
Ningún pino pierde sus hojas en otoño. 
Par tanto, algunos de los árboles de muestro jardín son pinos. 

+. Todos los repiles son animales de sangre fría. 
“ados los caracoles son animales de sangre ri. 
Por tamto, tados los caracoles son reptiles 

5. Todos los amigos de Pedro son chicos que juegan a baloncesto. 
Todos los chicos que juegan a baloncesto son altos. 
Por tanto, todos los amigos de Pedro son altos 

6. Algunas Figuras de este papel son pentágonos. 
"odos los pentágonos tienen cinco lados 
Algunas Éiguras de ete papel tienen cinco lados. 
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1. 


m1 


2 


D. 


1 


15. 


16. 


". 
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Todo objeto que emite luz a cuusa de la energía de sus partículas 
«es un cuerpo luminoso, 

La Luna no es un cuerpo Jominoso. 

For tanto, la Luna es un objeto que emite uz a causa de la energía 
de sus partículas. 

Platón fue un filósofo griego. 

Algún filósofo griego fac ciudadano de Atenas. 

Por tanto, Platón fue ciudadano de Arenas. 


A pesar de los depósitos ricos en petróleo, ninguna región del golfo 


de Persa es una región altamente indostrializada. 

Jak es vna región del golío de Persa, 

Por tano, Tak no es una región altamente industrializada, 
Algunas fraciones son mayores que algunos números enteros. 

El número 8/2 es una fración, 

El número 3 es un número entero. 

Por tanto, 8/2 es mayor que 3. 

Ningún perro es anfibio. 

Koko es un perro, 

Por tanto, Koko no es anfibio. 

Todos los consejeros de la ciudad viven dentro de la ciudad, 
Ninguno de los López vive dentro de la ciudad. 

Por tanto, ninguno de los López es consejero de la ciudad, 
¡Ninguno de los pases de hoy sirven para entrar. 

“Todos los pases que sirven pata entrar van firmados por el presi 
dente. 

Por tamo, ninguno de los pases de boy va firmado por el pres 
dente, 

Ningún crustáceo pertenece al phylum mollesca. 

“Todas las almejas y caracoles pertenecen al phplum mollsca 

Por tato, ninguna almeja o catacol son crustáccos. 

Todo Acs 8. 

Todo Bes C. 

Por tano, todo A es Co 

“Algunos miembros del Consejo son demócratas, 

Algunos demócratas s oponen a la reclección de White 

Bor sto, Aguos miembros del Camejo se open al mln 
Algún A es B. 

“Todo Bes C. 

Por tanto, algún A es C 

Todas las proposiciones moleculares contienen términos de enlace. 
Algunas proposiciones moleculares contienen exactamente una pro- 
posición atómica. 
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Por tanto, todas las proposiciones que contienen términos de en: 
Jace tienen exactamente une proposición atómica, 

19. Tod las proposiciones moleculares contienen téminos de enlace. 
Algunas proposiciones moleculares tienen exactamente una proposi 
ción atómica. 

Por tanto, algunas proposiciones que contienen términos de enlace 
tenen sólo una proposición atómica. 

20. Ninguno de estos barcos es de vela. 

Sólo los barcos de vela oecesitn el viento para propulsión. 
Por tamo, ninguno de estos barcos necesita el viemo para propal- 
sión 


B.. Sogerir una conclusión que se piense que podria ser consecuencia de las 
premisas dadas en cada uno de los ejercicios siguiente, aunque no se pueda 
de momento probar que la conclusión es válida, (También aquí lo. que se 
pide es lo que parece deducirse, no deducir una conclusión por métodos for- 
males) 


1. Todos los miembros del equipo ganaron en sus pruebas. 
Todos los que ganaron en sus prucbas recibieron medalla, 
2. Ninguna proposición arómica contiene términos de enlace, 
Esta proposición es una proposición atómica. 
3. Algunos mamíferos son animales. herbívoros. 
Ningún animal herbívoro come carne. 
4. Todos mis amigos esperarán la entrevista 
Juan es uno de mis amigos. 
5. Ningún miembro del comité está presente 
Todas las personas directamente afectadas por la enmienda están pre: 
entes 


e 52 Términos 


Dos es menor que tres. 
En estas proposiciones los términos son las palabras «María», «Juan», «este 
libro», «dos» y «tres». Estos ejemplos sugieren una definición elemental: 


Un término es una expresión con la que se nombra 0 se 
designa un único objeso, 


ma 
A 
Hl 


dl 
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ue son nombres y los que son descripciones. 


1, El continente africano es mayor que el continente de Australia. 
2. La raíz cuadrada de 23 es 3. 

3. Juan es el corredor más rápido del equipo. 

4. C es más que XXXIL. 

3. 4 por 20 es menor que 3 por 30. 

6, Susana es ponente en la discusión de hoy. 

7. La escalera de mano es muy insegura, 

8, El tesorero de la clase de adultos es Pérez. 

. Los Andes son la cadena más larga de montañas del mundo. 
10, 1L+11=10+12, 

11. Este libro es muy informativo. 

12, El país al norte de los Estados Unidos es Canadá. 


e 53 Predicados 
Consideremos la proposición: 
Sócrmes es sabio. 


De la discusión de la Sección 32 se sabe que «Sócrateso es un término. 
¿Qué se puede decir de la frase «es sabio»? No es un término, pero, dice 
algo sobre Sócrates, La frase «es sabio» es un predicado. Ordinariamente, 
en proposiciones atómicas el sujeto de la proposición es un término y el pre: 
dicado es el rento de la proposición que dice algo sobre el sujeto. En el 
ejemplo, el término «Sócrates» es el sujeto de la proposición, y la frase «es 
sabio» es el predicado que dice algo sobre Sócrates. Veamos algunos otros 
ejemplos. 


Se pueden distinguir los términos en esas proposiciones. Los predicados tam- 
bién aparecen claramente. Son «es nadador», «canta», está triste, y «corre 
deprisa». 

Se trata de ver cómo se pueden simbolizar estas proposiciones, Ses «S» 
el predicado «es nadador» y sea ¿=Jum. Entonces se puede simbolizar la 
proposición «Juan es nadador» por 


$ 
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¡Sea «Fu el predicado «canta» y m=María. Entonces se puede simbolizar la 


frase «María canta» por 


Fm. 
Se utiliza una sola lera para todo el predicado, Así, en la proposición «José 
corre deprisa» ses «Ro el predicado «corre deprison y b==José. Entonces, la 
proposición se puede simbolizar por 


RE. 


Eyencicio 3 
A. ¿Cuáles son los predicados completos en las proposiciones siguientes? 


1. Juana anda despacio. 
2. El lector habla rápidamente. 

3, Tomás puntúa. 

4. El primer juego ha terminado rápidamente. 
3. Juan es muy inteligente, 

6. El que va al frente es el canciller. 

7. El que entra ahora es el juez. 

8. Ana puntúa más alo. 

39. Antanio es un corredor muy rápido. 

10, El presidente ha hablado. 

11, Josquín atiende con aplicación. 

12. Sosana cabalga. 

13. La temperatura sube invariablemente. 
14, Francisco vive cerca, 


15. María canta bien, 
Simboliza ls proposcioes siguientes: 
Ejemplo: Jorge es corredor. 


Se ¿Roel prelado a corso. 
Se a= jorge 
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E 
; 


10, Catalina está estudiando. 
11. Aquella pintura es amable. 

12. El caballo de Juao: salta perezosamente. 
13. El Sr. Blanco trabaja aquí cerca. 

14, El sol estaba en el aénit 

15. Jorge está esperando pacientemente. 


9 5.4 Nombres comunes como predicados 


Algunas veces hay que tener cuidado en distinguir los vérminos de los predi- 
cados. Considérese; 
Sócrates es un hombre. 


"Todos sabemos que «Sócrates» es un término, Se puede pensar también que: 
«hombre» es un término, pero no identifica una persona 0 cosa paricul 
En la gramácca castellana «hombre» sc denomina nombre común precisa: 
mente porque no es el nombre de ninguna persona u objeto en particular 
Desde el punto de vista de la Lógica es conveniente dejar que nombres co- 
munes. sirvan como partes del predicado; ai, en la proposición anterior la 
frase «cs un hombre» es el predicado, y el nombre común «hombre» por »í 
nismo no es un término. 

Algunas ortas proposiciones en las que los nombres comunes sirven como, 
partes de predicados 100 


Chicago es una ciudad. 
Ematcin fue wn científico brillame. 
Marte es un planeta. 


En estas tres proposiciones Jos nombres comunes «ciudad», «cientifico» y 
«planeta» son partes de los predicados. 


En Gramática es útil distimguir entre predicados formados simplemente 
con un verbo y aquellos que tienen una estructura más complicada porque 
utilizan nombres comunes u otras partes del lenguaje. En Lógica esta dis- 
tinción no tiene importancia, Lo que es importante y lo que hay que ver muy. 
lato es la distinción emre términos y predicados. Recuérdese que términos 
son expresiones"que nombran o describen algún objeto único. Predicados, 
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por ora parte, no nombran objetos pero dicen algo acerca de elos, Es natu- 
ll tal decir que los predicados también describen objetos, Precisaremos más 
sobre este punto. En Lógica, cuando se dice que un término describe un 
| Sbjeto, se piensa que con esta descripción se sabe essctamente que objero 
+s. En este sentido un término describe completamente un objeto. Identifica 
quel objeto particular. Por tano, los nombres comunes pueden ser también 
partes de términos cuando describen una cosa particular, Por ejemplo «esta 
iña», o sel primer chico de la fla», Los predicados, por otra part, sólo 
describen objesos parcialmente. De la proposición «María cantaw se sabe algo 
sobre María por el predicado, pero sólo del predicado no se podría deducir 
que la proposición se refiere a Maria, 
| Tenemos, pues, dos partes distintas de una proposición, en la clasifica. 
ción lógica, en las que pueden aparecer nombres comunes. Estos pueden 
"usarse para construir términos como «en aquel hombres o «el edificio en la 
I esquina de la Avenida Disgonal y la cale de la Universidad». Y pueden ser 
utilizados también para conserir. predicados como en «es un estudiante 
diligenten o ses un debol». 
Para construir un término pueden utilizarse varios nombres comunes, Por 
ejemplo, el término «el hombre que robó en el bancos utiliza los nombres 
comunes «hombre» y abanco». 


EJencicio 4 


A. Escribir cinco proposiciones atómicas en cuyos. predicados aparezcan los 
nombres comunes: juego, niña, chico, escuela y edificio, 


B.. Escribir otras cinco proposiciones atómicas que utilicen nombres comunes 
distintos de los del Ejercicio A y de los ejemplos anteriormente dados. 


€. ¿Cuáles son los nombres comunes en las proposiciones siguiemtes?. 


1. Julio es un estudiante. 

2. Azul y amarillo son colores complementarios. 

3, Esta anémona marina es un animal. 

4. Estos pinos de California son árboles gigantes. 

5. 3/4 es un número racional. 

6; María es una enfermera, 

7. El padre de Tomás es ingeniero. 
Larry es un chico. 

3, El Sr. Pérez es un comedor, 

10. El Se. Alonso es un profesor de Historia, 
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D. Anotar las proposiciones ea las que hay nombres comunes. Después in- 
dlicar cuáles de estos nombres comunes son partes de predicados. Finalmente, 
indicar qué nombres comunes no son partes de predicados pero son utiliza: 
dos como términos, por ejemplo, «volúmenes» cn (3). 


1. Luis acrús muy rápidamente, 
2, Javier es un hombre a quien le gustan los libros. 
3. José ha leido rápidamente. 

4. Juana parece estar concentrada. 

5. Estos volúmenes son libros de consulta, 

6. Su plan se desarrolla perfectamente. 

7. Venas es un planeta. 

8. Aquel objeto es una estrella distante. 

3. Aquella planta es un vegetal. 

10, Este reloj funcions continuamente. 

11. Este paquete contiene ropa. 

12, Su equipoje se envía abora. 

13. Su teléfono extá sonando. 

14. Pablo es un estudiante de la Universidad. 

13. Carlos es un pianista. 


E. Cuáles son los términos que son el sujeto y no parte dl predicado en 
cada una de las siguientes proposiciones. 


1, Dos más dos es igual a tres más Uno. 
2, Jaime es un jugador de pelota, 

Y. Susana es una secretaria. 

4. María ha esperado pacientemente. 

5. 5x6=30. 

6. Este pájaro es un pájaro bobo. 

7. Esta rosa es una flor fragante. 

8. Juana se marcha. 

9. Tres es un número primo, 

10. Juan habla con claridad. 


F.. Simbolizar las proposiciones siguientes. Utilizar una letra mayúscula para 
representar el predicado completo y una letra minúscula para el término, 


. Andrés es un miembro del club. 
. Terry habla bejo. 
Carlos es un músico. 

Este pupitre está desordenado. 
Esta mesa es redonda. 


a 
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6. La guerra de los Cien Años empeaó en 1337. 

7, El coche del Sr. Martinez es un coche de carreras. 

8. Australia es un continente. 

9. Este bloque de bronce tiene una masa de 500 gramos, 

10. El cero es un número. 

1. El Mercurio es un líquido que se dilata en proporción directa: a 
la temperatura 

12, Este dinosaurio vivió durante el periodo Jurásico. 

13. La ciudad rusa de Sebastopol es un puerto en el mar Negro. 

14. Este círculo tiene una tangente AB. 

15. Ene libro tiene una página extraviada. 


G. En las proposiciones siguientes, dos proposiciones atómicas están unidas 
por un término de enlace. Simbolizr la proposición completa utilizando le- 
ras minúsculas para los términos y lerás mayúsculas para los predicados 


1. SÍ Juana es alta, entonces Susana es baja. 


Ejemplo: Sea «Ty el predicado «es ala». 
5» el predicado mes bajan. 


f-Jusoa 
s=Sosana. 
Entonces 7) => Se 


2. O Catalina se ha retrasado o Rosa se ha adelantado, 

3. Eubola es una isla griega y Creta es una isla griega. 

4. Si Tomás es elegido, entonces Jorge será nombrado. 

3. Si José es viejo, entonces Juan no es viejo, 

6, O el tren se ha retrasado o esta gula está equivocada, 

7. Jorge Sand y Jorge Elliot no cran hombres, 

8, O el peso específico del helio es menor que el del aíre, 0 el aire 
o empujará el globo hacia ariba. 

3. El budismo es una religión que se originó en la India, pero que 
tuvo más difusión en la China. 

10, Si Antonio está aquí entonces puede empezar la asamblea. 

11. Juan ganará si y sólo si se entrena cada día, 

12, Pedro será músico si y sólo si practica con diligencia. 


0 55 Fórmules atómicas y variables 
En Lógica prediatva la expresión más coria que tien sentido por sl ola 
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es una letra predicativa a la que está unida un término, Por ejemplo, 
m y 


que representa ls proposición atómica 
m Jaime estudia Lógica. 


Sólo sestudla lógicas no dice nada, ní tampoco «Jaime»; ni tampoco «Lo 
0 ajo, «Lo es sólo un predicado y «jo cs sólo un término, 
Se considera ahora la expresión 


10) x es un número par, 
puede simbolizar: 


m Ex. 


Los Jormas de (3) y (4) son las mismas que las formas de (2) y (1) respec: 
tivamente, Pero (3) y (4) no dicen nada sobre algo en particular y no $e 
puede decir si son cieras o falsas porque x no es ningún objero particular 
Sin embargo, también aprenderemos a manejar expresiones como ln (4) de 
manera análoga u como se hizo con las expresiones del tipo (1), bien sen 
consideradas independientemente o formando parte de expresiones más lur- 
as. Se las llamará fórmulas atómicas. 

Si en (3) y (4) se sustiruye x por «du se tiene la proposición atómica 
cierta «4 es un número par». que se designa por «Ed». Si se sustituye x por 
3 se obtiene una proposición fala. Se podrían elegir términos cualesquiera 
¿que nombrasen o descrbiesen objetos únicos para poner en vez de x en (3) 
(4): 6, 248, Filadelfia, etc. Cada uno daría lugar a una proposición cierta 
o falsa. Cuando las letras ex», «yo, «z», se utilizan como términos, sin que. 
representen objetos particulares, se denominan variables, En casos concretos 
se pueden sustiir por nombres de objetos particulares, Así las variables 
se consideran también como términos a pesar de no nombrar ni referirse 4 
úingún objeto único, Esta esla razón por la que cuando se introdujeron los 
términos se indicó que más adelante se daria una definición más complea 
Esta definición es: 


Un término es una expresión con la que o £e nombra o se 
¿designa un único objero, o es une variable que puede ser 
sustiuida por una expresión que nombre o designe un 
objeto único, 


Es natural preguntar a qué corresponden las variables en Gramática. Es 


196 PRIMER CURSO DE LÓGICA MATEM TICA 


elaro que no son verbos mí adjetivos ml adverbios mi nombres. Pero en 
forma muy aproximada se puede decir que las varíables corresponden a los 
»nombes. Considérense las siguientes fórmulas atómicas que contienen va- 
rables. 


x es un hombre. y 
y €s un astronauta. >! 
7 es un libro. 10 
es una pincuca famosa. Atyms 


x es un muevo automóvil negro. —4—1=3 


Si se escriben los cinco fórmulas atómicas de la izquierda sustituyendo las 
variables por pronombres, se tienes 


El es un hombre. 


Este es un automóvil megro nuevo. 


A primera vit, estamos icinados 4 dcir si son verdaderas falsas cias 
proposiciones que utilizan pronombres. Sin embargo, dada la especial natu- 
raleza de los pronombres que los asemeja a las variables, por la simple ins. 
pección de las proposiciones en las que se presentan, no se puede dect sl 
las proposiciones son ciertas o falsas, Con sólo la proposición «El es un 
hombre» no se sabe a que objeto único se refiere el pronombre «él», Pa 
hallar el objeto único a que se refiere cl pronombre se ha de considerar todo 
el contexto o situación en que se usa la proposición, Sin est comexto no se 
puede decir sí la proposición «El es un hombre» es cierta o falsa, Las mi- 
mas observaciones se aplican a los otros ejemplos. 


Eyencicio 5 
A. Señalar los pronombres en las proposiciones siguientes. 


1, Ella es amiga de Jorge. 
2. Este es un insecto, 

3. El trabaja en el supermercado. 
4. Ellos son senadores. 

5. Ésta es muestra canción favorita, 
6. Ella es una secretaría, 

7. Ella escribe libros. 
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8, El es médico. 
3. Esta es una casa grande. 
10. Esta es una planta de for premarura. 
B, En los ejemplos del Ejercicio A susttui los pronombres por variables, 
Utilizar ax» y ez» como variables, 
Damos ahora una definición concisa de fórmula cómica: 


Una fórmula atómica es un predicado solo, junto con el 
número apropiado de términos unidos al mismo. 


Hasta ahora, se han considerado únicamente predicados que sólo requieren un 
término, Se denominan predicados «simples», Considérese el siguiente: 


w El Sr. López es el padre de Luis. 


Si se pone «ss para «El Sr. López» y «Ko para el predicado simple «es el 
padre de Luis», entonces (1) se simbolizará por: 


Ko, 


Pero si ve supone que (1) fuera una premisa y que hubiera otra segunda 
premisa que dijera: 
(2) Todo aquél cuyo padre es el Sr, López tiene el pelo negro. 
De (1) y (2) se podría concluir ISgicamente que Luis tiene el pelo negro. 
Pero esto no se puede hacer con la «Ko que tepresenta el predicado simple 
ses el padre de Luiw», Si se representa por «Fs el predicado «es el padre 
de», y por aja el 1émmino «Luis», se puede simbolizar (1) por medio de la 
fórmula atómica: 

Ej 


«En es un predicado doble, pues el número apropiado de términos que hay 
que añadirle es dos, «Fi» y «Fj» representasían «El Se, López es el padre 
des y «es el padre de Luis», respectivamente. Ninguna de las dos es com- 
pleta. No se pueden presentar solas, por tanto, no son fórmulas atómicas. 


Ejercicio 6 
A. «Br es un predicado simple, «D» es un predicado doble y «Gs es un 
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predicado triple. En cada uno de los casos siguientes, indicar si es:o no una 


Fórmula atómica. 
1. Ba 7. Do 
2. —Dáe 8. Gye 
3 Le 
4 Dy 10, Be 8 Das 
5. Gabe 1. Gay 
6 Dee ve 12. Be 


B.. Estublecer cinco fórmulas atómicos utilizando las variables 4x0, 
y... 


€. ¿Cuáles de las siguientes son fórmulas atómicas? 


Loxa, Miss 
2 2<x 12 ede=pha. 

l 3. xy y yl=z 13. a—urty e. 
Mat imy el, 14. x>w y y<z 
Baby da M5 my > amy 
6. Six <x entonces <p. 516, x=2x2. 

| 7. Six<xemonces y>. +17 yu242. 

' B+y>r 18, 1341 y pred+l, 
9. Siy—tmzemnosi—lmz (19 2. 

Ñ 10,0 x>y 0.155 120, 2>2 


El conocimiento de las variables y fórmulas atómicos permite dar una 
forma clara de traducción del lenguaje corriente al simbolismo de la Lógica 
predicaiva. Se considera el ejemplo, 


Eisenhower nombró ministro de Justicia a Warteo. 


Asy co x nombrósa y. 
e= Eisenhower. 
se=minitro de Justicia Warren. 


En símbolos: Aew. 


Cuando utilicemos equivalencias como la «Axy «+ x-nombró a yo, siem 
pre que se tenga «nombró an en castellano se utilizará «A» en símbolos. 
y siempre que se tenga +A» en símbolos se dirá «nombró 39 en castellano. 
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so y «yo se han utilizado para indicar que «nombró a» y «A» son predi 
ados dobles que requieren dos términos, Los términos ae» y «108 nose 
vtilizan para traducir «nombró a», pues la traducción de cada término y cado 
predicado han de darse por separado pars que quede claro. Separadamente 
amos las traducciones de «Eisenhower», de «ministro de Justicia a Wartem» 
y de «nombró as, pero no de «Eisenhower nombró minisro de Justicia a 
Warren» de una vez. 

Obsérvese lo siguiente. (1) Los símbolos para términos y para predicados 
se dan por separado. (2) El número de términos apropiados al predicado 
se indica añadiendo al predicado un número de variables igual al de térm 
mos. Por lo tanto, la traducción de un predicado es un símbolo que corres 
onde al predicado del lenguaje ordinario, y que forma parte de una fórmula 
blómica, en este caso «Axy». (3) Es importante el orden en que se escriben 
lor términos ¡unidos a predicados no simples, (4) Entre la fórmula atómica 
en símbolos lógicos y su equivalente cn el lenguaje ordinario se coloca un 
término de enlace de equivalencia « . (3) El signo igual, =, se coloca entre 
los símbolos Jógicos para términos que representan objetos aíslados y los 
"ombres correspondientes en lenguaje corriente de los mismos. objetos, (6) 
Los símbolos lógicos se ponen a la izquierda, las palabras en castellano 1 la 
derecha. 

En lo sucesivo e seguirá siempre esta pauta al efecuar traducciones. La 
operación de indica los símbolos lógicos que se utilizarán para proposiciones 
atómicas. para los predicados, o términos, puede decirse que es definir los 
términos. 

Es aceptuble también el escribir «xAy» en vez de «Axy». Así, la propo- 
sición atómica amerior, «Aew», podría también simbolizase «eAw». En 
ambos casos el orden de los dos términos ha de ser el mismo, 


Ejercicio 7 


Traducir las siguientes proposiciones a la forma total de lógica predicn- 
viva, definiendo primero los símbolos y dando después la traducción. 


1. El monumento a Washington mide 170 m de altura. 
2. Aristóteles fue el macstro de Alejandro Magno. 

3. El Senado tiene cien miembros. 

4. Lindbrgh hizo el primer vuelo solo hacia París 

35. Fojiyama es una montaña muy bonita. 

6. La cascada más alta en el Parque de Yosemite mide 770 metros. 
7. Los Estados Unidos reciben mucho café del Brasil. 

8. El puente de Golden Gate es rojo. 

9, El sistema de los números reales es un Cuerpo. 
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10, El triángalo ABC es congruente al triángulo DEF. 


Fórmulas atómicas cuyos términos no utilizan variables son proposiciones 
atómicas, Con términos de enlace forman proposiciones molecalare igual 
que en Lógica proposcional. Fórmulas atómicas con variables también pue: 
den combinarse con términos de enlace, pero los resultados no son pro- 
posiciones ciertas falsas. En Lógica predicaiva, expresiones que contienen 
términos de enlace se denominan fórmulas moleculares tanto si contienen 
variables como si m0. 


Considérense los ejemplos siguientes: 
Ejemplo a 


Si Miguel Ángel fue un artista del Renacimiento, entances 
Leonardo da Vinci fue un artista del Renacimiento. 


fix +» x fue um arista del Renacimiento 
im Miguel Ángel 
fu Leonardo da Vine 
en simbolos: Rm — Re 
Ejemplo b. 


Antonio ayuda a Juan y es ayudado por José. 


en simbolos: 


Obsérvese que el segundo miembro de la conjunción, «Antonio es ayu- 
dado por José» se ha tratado igual que «José ayuda a Antonio», 


Ejemplo e. 


Si x es mayor que dos y dos es mayor que z, entonces 
x es major que 2 


Esto se puede simbolizar utilizando los símbolos típicos matemáticos y 16: 
ficos. En este caso na es necesario definir los símbolos, Podemos escribir 
inmedistamente la fórmula molecular 
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Exencicio 8 


A. lndicar cuiles de las siguientes proposiciones se traducirian sólo como 
(6rmulas atómicas y cuáles se traducirían como fórmulas moleculares. 


1. Los ingresos de Alvarez crecen y los precios de los bienes de con- 
sumo aumentan. 

2, Silos ingresos de Álvarez no aumentan proporcionalmente, entonces. 
sus ingresos reales disminuyen. 

3.'y es el índice de precios durame el mes. 

4, O los ingresos reales aumentan 0 el nivel de vida no ha de subir 

x viaja hacia el Norte, 

6: x dista 1000 millas de 2. 

7, x viaja a razón de 300 millas por día. 

8. 3/6 no pertenece al conjumo de los números enteros. 

9. x es un número entero, 

10, z no es un número racional. 

11. Juan no es. un licenciado. 

12. La Luna es el Único satélite navural de la Tierra. 

1). z es el número de alumnos de la escuela 

14. Luis tira con una fuerza de 20 kg y Antonio ita por el otro lado. 
con una fuerza de 25 kg. 

15. y es la magnitud de la fuerza resultante. 


B. Dar una traducción predicativa de cada una de las siguientes proposi- 
clones, definiendo primero sus símbolos. 


1. Si el Nustilus está en equilibrio, o- está en reposo, o se mueve con 
velocidad constante en línea recta. 

2. Marta ama a José y José ama a Marta. 

3. O el St. Gómez lleva a Pedro en el coche o llegará tarde a la cita 

4. Si se sobrepasa el límire elástico del muelle, emonces sus fuerzas 
moleculares son vencidas y el muelle no vuelve 2 su forma original. 

5. Si Juan no es el hermano de María o María no es la cuñada de 
Juan, entonces el Sr, Pérez no es el padre de José y José es el primo 
de María, 


9 56 Cuantificadores universales 
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Consideremos la fórmula atómica: 
xs alo. 


Si se sustituye ax» por «Lincoln» se obtiene la proposición cierta «Lincoln 
«és alto», SÍ se examinan las fórmulas atómicas dadas como ejemplo en la 
última sección, se puede ver en cada caso que si se sustituyen las variables 
sx», «y» y «z» por términos que se refieran a un objeto único se obtiene 
una proposición atómica que es o cierta o falsa. 

“¿aj algía els comino pira tiaaalcomir tri dió e ES 
siciones ciertas o falsas? La respuesta es afirmativa. En vez de poner «Lin- 
coln» para «xw se puede decir «Todo es alto». Ésta es una proposición gra 
marcal folsa. En vez de escribir «Todo es alto» se puede escribir la pro- 
posición «Cada x es alto». En Lógica e acostumbra a expresar la proposición 
en esta forma: 


Para cada x, x es alto. 


La frase «Para cado xo» es un cuentificador universal. Se denomina cuan 
cador universal porque utiliza la variable «x» para afirmar que cada cose 
en el univeno tiene uns cierta propiedad; en el caso presente la propiedad 
de ser alto, 

Otro ejemplo a considerar es la fórmula atómica aritenéic. 


2 


Se puede hacer esta fórmula cierta o falsa sustituyendo «x» por el nombre 
“a descripción de algún número particular. Por ejemplo, sí se sustituye ex 
por «l-+1», se obtiene la proposición atómica 


14150, 
¿— 3», se obriene la proposición ató: 


que es cierta. SÍ se sustituye ac por 
rola falsa, 


Si se añade un cuantificador universal la fórmula atómica «x>0», se obtiene 
la proposición falsa, 


Para cada x,2>0. 
Esta proposición es falsa, por ejemplo, sí entonces x m0 es mayor 


¿que 0, Es decir, la proposición afirma que cada número es mayor que O, pero. 
el múmero— 1 no lo es, y por tanto la proposición es falsa. 
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El símbolo para el cuantificador universal es una «As al revés, y se 
simboliza la úlcima proposición considerada por: 


M90>0. 


Existe en el lenguaje otra forma de expresar lo mismo, En vez de decir 
«Para cada x, x0 3 se puede desir 


Para todo x, 255. 
En ambos casos se simboliza de la forma: 
(053). 


Deide el punto de vista lógico la frase «Para cada xo se usa en el mismo 
sentido que la fase «Para todo x». El cambio de «cadw» a «todo», repro- 
senta en el lenguaje usval el cambio de singular a plural, pero éste es un 
cambio muperficial análogo a uno que se había observado antes para los 
ombres comunes, No se trata de un cambio lógico. «Todos los gatos tienen 
atras» se traduce de la misma forma que «Cada garo tiene garras». 

La frase «cada uno» también es na expresión común para indicar una 
cuantificación universal. En lenguaje corriente, en vez de decir «Para cada x, 
x es sabio», se diría «Cada uno es sabio». La traducción sería 


Wee ses cabio. 
rates, 


La lista siguiente resume las expresiones más comúnmente utilizadas paca 
expresar el cuantificador universal: 


En símbolos. 


Obsérvese que en las proposiciones «Para cada x, x es Os y «Para cada 
x, 195» se de por supuesto que x es un número, El cumtificador universal 
en cstos casos no se refiere a todas las cosas o entes, sino sólo. todos los 
múmeros. Con frecuencia interesan mo todas las cosas en el universo, sino 
un conjunto definido de cosas. En los ejemplos que se acaban de dar se 
consideran fórmulas de Aritmética y por tanto se refieren sólo a conjuntos 
de múmeros. El conjunto de cosas que se consideran en una discusión se 
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denomina domipio de referencia. Así, en algunos ejemplos se reinge 
dominio a un conjemo paricular y emonces el cuamificador universal se 
refiere a cada lemento de este conjumo, En otros ejemplos no se restringe 
el dominio, sino que se deja al cuantficador universal que cubra todos los 
entes u objetos del universo, 

Casi siempre el contexto de la discusión pone de manifiesto el dominio. 
Por ejemplo; el uso de simbolos. matemáticos en muchos de los ejemplos 
indicará que el dominio s el conjunto de los números. Así, el cuamificador 
universal «Para cada xo signfica que se afirma algo para cada clemento en 
aquel dominio (en otras palabra, para cada número), Algunas veces una 
expresión particular del lenguaje utilizada para expresar la cuantificación uni 
versal indica ya el dominio. Las palabras «cada uno» o scada cual, por ejem. 
plo, sugieren que el dominio de los individuos es el de Jos seres humanos. 
En estos caos, el cuantificador universal «para cada x9 se cefere a cado ser 
humano. 

En cada proposición nos podemos limitar 4 un dominio particular. En 
na proposición tal como «Para cada x, x>>0» se ha de entender que el 
dominio et restringido al conjumo de Jos números, Si el dominio no fuera 
restringido, la proposición se tendría que expresar en la forma condicional 
Para cada x, ies un número entonces x>0». En una discusión particular, 
somo en lo ejemplos de Aritmética, es mucho más conveniente limitarse un 
dominio restringido puesto que el sujeto de esta discusión está limitado 4 un 
dominio Fijo como el conjunto de los números. 


Eyencicio 9 


A. Convertir cada una de las fórmulas atómicas en una proposición atómica 
cierta o falsa sustituyendo las variables por nombres o descripciones de obje 
1os únicos. Decir cuando la proposición resultante es cierta o falsa 


1, x es un senador de los Estados Unidos. 
2 x es un maestro 

3. y es un buen libro. 

4, x es un número mayor que 4. 

3. x es una persona simpática. 

6. x es el mejor logista en esta clase. 
7, x juega a pelota. 

B. y es una for. 

9. x es el primero de la escuela. 
10, x es un astronauta. 

11 3 es un Secretario de Estado. 
12 y es un Rey. 
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13. x es la fecha de mi cumpleaños 


14. y firma todos los billetes de Banco, 
15.2 es un miembro del Gobierno. 


B. Convertir las fórmulas atómicas del Ejercicio A en proposiciones ciertas 
-0 falsas añadiendo cuantificadores universales utilizando el símbolo lógico W. 
Para cada una de las proposiciones resaltames decir sl es cierta o ala. 
Ciertas expresiones de cuantificación universal se utilizan para expresar. 
simultáneamente una negación. Considérese el ejemplo, 


Ninguno quiere setas venenosas. 
La palabra «IVinguno» tiene una doble acción como cuantíficador unlversal 


y como expresión de la negación. Uilzando la variable «x», se puede tradu- 
cir la expresión. 


Para todo x, x no quiere setas venenosas. 
(Wa no quiere setas venenosas). 
El sentido en que «Ninguno» en la proposición original expresa una cuand: 
ficación universal, queda de manifiesto ahora por la ftase «Todo x», y el 
sentido en que la palbra «Ninguno» en la proposición origina expresa nega: 
ción, está ahora indicada poe la palabra «00». Para simbolizar completamente 
la proposición traducida, se detine primero, 
Le += x quiere setas venenosas, 
y entonces se simboliza la proposición por 
IAS 


Otra expresión que expresa ambas, cuamificción universal y negación, 
se pone de manifiesto en la proposición siguente; 

Nada es absolutamente malo. 
En esta proposición la palaba «Nada» sirve a la vez como cuansficador 
"universal y como expresión de una negación, lo que se pone refiere clara. 
mente cuando se introduce una variable a la expresión en castellano; en pri- 
mer lugar se tienes 


Para zodo x, x no es absolutamente malo. 
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Definiendo: 
Be xs absolutamente malo. 


La proposición se simboliza por: 
(1) AB) 


La siguiente lista resume las expresiones más comunes utilizadas paro 
expresar a la vez un cuantificador universal y una negación: 


Para ningún x - 
¡Ninguno 
Nadie - 
Nada, 
No 
Ejercicio 10 


A. Utilizar el cuamificador universal para simbolizar las siguientes proposi- 
ciones, pero sin utilizar letras que sustituyan a los predicados; expresar las 
egaciones y predicados en castellano con variables. 


1, Para cada x, x tiene un nombre. 
2. Cada cosa está sujeta a cambio. 

3, Para todo x, x es el valor de una varíable, 
4. Nada es absolutamente fío. 

5. Para cada y, y pertenece a un conjunto. 
6. Nada cambia. 

7, Para todo y, y m0 €s perfecto, 

Todas las cosas son Stomos. 

cada y, y es materia. 

10. Para todo y, y es una idea. 


B. En cada una de las proposiciones siguientes el dominio de referencia 
+s el conjumo de números, Usar el cuamificador universal para simbolizar 
las proposiciones pero no utiliza letras sustityendo a los predicados. Expre- 
sar las negaciones y predicados con variables cn simbolos matemáticos típicos 
o en el lenguaje usual 


1. Para cada 5,250. 
2. Para cada 2 1<r+l, 
3. Para cada x, x mo es divisible por 0. 
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4, Para cada 1 10+0=00, 

5. Para 10do x, x no es mayor que x. 


€. En cada una de las proposiciones siguientes el dominio de referencia 
«s el conjunto de los seres humanos, Usar cl cuamtificador universal para 
>imboliza lás proposiciones, pero no utilizar letras para los predicados. Ex- 
presar las negaciones y predicados en el Tenguaje corriente con variable. 


¡Nadie acepta con alegría un desastre. 
Nadie oye aquellos sonidos. 

A nadie le gusta no tener razón. 
Nadie es perfecto. 

Cada uno necesita un mínimo de alimentos. 


Es necesario distinguie los casos en que una negación sigue al cuantifi 
ador, de los casos en que la negación precede al cuamificador, Considérese 
la proposición siguiente. 


(2) No todas las cosas son bonitas. 
Esta es simplemente la negación de 
(2) Todas las cosas son bonitas. 
Definiendo: Br +=» x son bonitas, la proposición (2) se simboliza 


(MB) 
y (2) es la negación de ésta 


A VABr). 


EZ lenguaje 1 veces no es tan preciso como el simbolismo lógico, Hay 
muchas maneras distintas de expresar una idea. Muchas formas distintas en 
el lenguaje usual pueden tener un mismo significado, Por otra parte, una 
proposición en castellano puede tener diversos significados. Por ejemplo, el 
Lugar que ocupa «now en una proposición no siempre indica qué es lo que se 
ha de negar al simbolizarla. Considérese 


(3) Cada uno no es un tonto. 
AL principio parece que lo que se niega es «ser un tonto». Por medio 


de las variables, la frase sería: 
Paca cada x, x 00 es Un tonto, 
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que significa: 
(4) Nadie es un tonto. 


Definiendo: Fx <= _xes un tonto, en simbolos la proposición sería: 
6) MIEEN, 


Pero si significa: 
(6) No cada uno es un tonto, 


por medio de variables sería: 


No para cada x, x es un tonto, 
+ en simbolos 


(0) AVES) 


La proposición es ambigua y es necesario considerar qué significado tiene la 
proposición en cada contexto. Por otra parte, la elección de las formas de 
expresión (6) o (4) son mejores, porque el significado lógico es claro. 
En la proposición (6) la proposición atómica completa «Cada uno <s un 
tonto» es negada, En la proposición (4) la fórmula «Fx» es negada. 


Eyencicio 11 


A. Traducir completamente en el simbolismo de la Lógica prediativa todos 
los ejemplos del Ejercicio 10 (A, B y C). En el Ejercicio 10 se añadió el 
cuantficador universal, Complérese abora la simbolización utilizando let 
que sustiuyan los predicados y añadiendo los simbolos de negación apro- 


B, Hacer la traducción completa en los símbolos de la Lógica predicariva. 
Primeramente se pueden introducir variables en las proposiciones esritas en 
castellano, ai no estuvieran ya, sin embargo, no es necesario escribir este paso, 
En algunos de los ejemplos es obvio que el dominio de referencia es restrin- 
gido. En cada ejemplo, en el que el dominio es restringido, indicar este 
dominio. 


Ejemplo: Cada cosa es buena. 
Introduciendo variables: Para todo x, x es bueno. 
Definiendo los símbolos: Gx — xes bueno, 


En simbolos (Mco 
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1. Para cada 3, 3 6s vivo, 
2, Cada uno desca buena suente 
3, Para odo x, 1501 
4, Todo el mundo no es diestro. 
5. Para cada y, y=y. 
6, Para cade x, 3 es un número. 
7, Nada es imposible, 
8. A madie le gusta le derrota. 
3. Pata todo x, x no es absolutamente estable 
10, No todas las cosas son dignas de luchar por ells 
11, Nadie es omnisciente. 
12. Todas las cosas ienen valor. 
13. Para cada x, x es sabio, 
14. Para todo y, y es tonto, 
15. Todo el mundo no tiene dos bucnos ojos. 
16, Todo ex relutivo. 
17, Pata cada wo, se es un hombre. 
18, Todo tiene su historia. 


0 5.7 Dos formas típicas 


Se vuelve ahora a la simbolización de cierta clase de proposiciones típicas 
¿ue se presentan repetidamente en razonamientos deductivos o en otros con: 
textos científicos. Cada una de estas proposiciones utiliza un cuantificador 
miseria. 


Pata empezar, consideramos la proposición, 
(1) Cada hombre es un animal. 


De acuerdo con la discusión previa sobre nombres comunes y predicados, 
desde el punto de vista lógico hay dos nombres comunes. Ninguno de ellos 
se usa para construir un término y, por tanto, hay dos predicados en esta 
proposición, que son, el predicado «es un hombre», y el predicado «es un 
animal». Se utilizan estos dos predicados pata traducir la proposición en la 
forma 


(2) Para cada x, si x es un hombre, x es un animal. 
Lo importante e interesante en lo que se refiere a la traducción santo de 
(1) como (2), es que en Lógica proposicional (1) se traduciria como una pro: 
posición atómica, mientras que (2) utiliza el término de enlace proposicional 
si... entonces... El motivo de este cambio es: si Jos mombres comunes 


210 PRIMER CURSO DE LOGICA MATEMATICA 


han de ser tratados como predicados, entonces proposiciones como (1) no 
pueden ser traducidas como fórmulas atómicas, pues uns fórmula arómica 
sólo puede tener un predicado exactamente. Utilizando nombres comunes 
«como tales nombres y no como predicados completos, (1) expresa una rela 
ción emtre hombres y animales enla forma de una proposición atómica. Cuan 
do esta relción ha de ser expresada por predicados completos de manera 
¿ue se pueda simbolizar, es necesario uilizar un término de enlace proposk- 
cional para expresara. Esto es lo que se hace en la proposición (2) 

Es de capital importancia hacer notar que el único término de enlace 
proposicional que puede usar en (2) es el «si... entonces..». Supongamos, 
por ejemplo, que en vez de utilizar el «si.. entonces...» como término de 
enlace proposiciona, se utiliza el ay». Entonces la proposición (1) se tra 
duciría por la proposición: 


(9) Para cada x, x es un hombre y x es un animal. 


Es manifiesto que el significado de (3) es distinto del significado de (1), ¿En 
qué difieren los signiicados de los dos ejemplos? La proposición (3) dice 
ue cada cosa es 4 la vez un hombre, y un animal, y esta proposición es 
evidentemente falsa. No es difícil encontrar ejemplos que hagan (3) fala. Por 
ejemplo, la página en la que se leen estas proposiciones no es ni un hombre. 
mi un animal, en contra de lo que afirma la proposición (3). La proposición 
(1), por otra parte, indica simplemente que para cualquier cosa se puede 
pensar que si es un hombre entonces ha de ser también un animal, En 
lenguaje corriente esto significa lo mismo que la proposición cierta «Cada 
hombre es un animal» 

Definiendo, Mx «+ xesun hombre, Ax ++ ses un animal, y tame 
bién utilizando el signo — y el simbolo para el cuantificador universal, 
se puede simbolizar (1) y (2), 


(4) (vOdA — 40). 


La proposición (4) es un ejemplo típico de proposiciones de la forma «Cade 
talycal es estoyestos 

Puesto que lógicamente acada» y «todo» tienen la misma fuerza, también 
será un ejemplo de proposiciones de la forma «Todo taly-tal es estoyestov. 
Desde:el punto de vista lógico, se podría sustitule (1) por la proposición 


Todos los hombres son animales, 
són cambiar la fuerza lógica de lo que se había dicho. Obsérvese que el cam 


bio en Gramática del verbo singular al plural no ticoc en este ceso impor- 
tancia lóica. 
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Se considera ahora el caso en que se tiene a la vez cuantificación uni 
versal y negación. Un ejemplo típico es la proposición siguiente: 


(5) Ningún hombre es inmortal. 
Introduciendo variables se tienes 
(6) Para todo x, si x es un hombre, entonces x cs no inmortal, 
y (6) se. traduce en simbolos por: 
(7) Cd — de), 


donde Tx» «es inmortal. 


La proposición (7) es, pues, un ejemplo de proposiciones de la. forma: 
«Ningún tabytal es estoyestos o expresado en plural «Ningunos talesy> 
tales son estosyestoso. 

En algunos casos se niega una proposición completa como la (4), Sea 
la proposición 

(8) No toda mujer tiene el pelo largo. 
Definiendo. 


Mx e» xs una mujer 
La + a tlene pelo largo. 


La proposición (8) se simboliza por 
MM — da) 


Hay muchas maneras de expresar en castellano una mima cost y es impor 
sible dar una forma típica para cada una de ellas. Es a menudo necesario 
¡considerar exactamente lo que dice, o intentar decir la misma cosa de manera 
diferente, hasta encontrar una forms en la-que se pueda reconocer clara: 
mente una estructura lógica. Si se lega a la forma condicional, «sl... emton- 
es..n la estructura es casi siempre la más clara, Considérese cl ejemplo: 


Maita — Pa) 
Definiendo: 


Ta ses un áebol 
Pa == x cs una plena 
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cada una de las siguientes son formas distintas de enunciar la misma propo- 
sición lógica anterior. 


Todo árbol es ona planta. 
Las cosas que son deboles son también plantas. 
Solo plantas son los árboles. 

Nada es un árbol si no es una planta 

Si algo ex un árbol entonces es una planta. 


Resumiendo, proposiciones de la forma «Todo A's son Bs» se simboliza 
en la forma 


(volar — Bo). 


Proposiciones de la forma «Ninguna A's son Bio» se simboliza en la forma 


(Wáldr — 80). 


Eyencicio 12 
A. Simbolizar completamente: 


|. Todos los gorriones son pájaros. AA 
Todos los pinos son siempre verdes. 
Toda almeja es bivalva. 

Todos los franceses son europeos. 
Cada millonario tiene riquezas. 
Todo fruto es delicioso. 

“Toda hierba es verde. 

8. Todo hielo es feo. 
9. Todo río.corre hacia abajo. 

10, Todos los caballos son cuadrópedos. 


B. Simbolizar completamente: 


1. Ningún melocotón es un vegetal. 
2. Ningún limón es dulce. 

3, Ningún hombre es una jala, 
4. Ningún gato es canino. 

5, Ningún adulto es un menor. 
6. Ninguna zorra es tonta. 


E 
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los predicados de cada una. 


a. Mike Taylor e un futbolista, 
be St=25, 

+. El gran 050 negro se dirigía despacio hacia nosotros. 

dl, Lincoln fue el decimosexo presidente de los Estados Unidos, 
+ Dos es la ral cúbica de ocho. 


HL. Simbolizar completamente: 


1: Uno es el recíproco de uno. 

b. La Enmienda diecisis permite los impuestos tedeales. 

«. El Procurador General es nombrado. 

de Aquel libro es una biograía. 

e. Este libro es una colección de ensayos. 

£. El sistema de los mómeros naturales tiene un elemento cero, 

y. La Sra. Costello es la madre de Daniel. 

<. Los senadores no fueron elegidos por voto directo antes de 1913. 

i. Si Eduardo no es un miembro del Consejo, entonces Nicolás mo es 
un miembro del Consejo. 

1024243 024356, 

K. Rosa es presidente y Teresa es tesorera. 

1. Los «Gigantes» ganarán si y sólo si Jorge puede jugar. 


MK, Llenar cada espacio con una sola palabra. 
4. Variables coresponden a 
bo Una fórmula atómica puede contener 
€. Proposiciones atómicas 00 contienen ooo 
IV. Construir cinco fórmulas arómicas utilizando variables 


V: Transformar las proposiciones siguientes en proposiciones ciertas susti- 
ruyendo las variables por términos. 


ax mo está en esta clase. 
b. y es un múmero menor que diez. 
€. 7 es el Gobernador de este Estado. 
dx no es un número positivo. 

€. y no es el principal de esta escuela, 


ya 
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Simbolzr completamente Le proposiciones siguents 
a Para todo y, y igual 2 yy Y mo E mayor que y. 
b. Todo ha sido dicho. 


e- Ningún hombre es a la vez loco y cuerdo. 
d. Ningún número es a la vez par e impar. 
t 


inmutable o mutable. 

Para todo x, x es positivo si y sólo sl x es mayor que cero. 
Ninguna música es ruido. 

Sólo los 


UN E 
cl 


EnrrCInIcAcióN UNrUENSAL 


carmanoo 
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Una vez ha desaparecido el cuantificador, se está en situación de aplicar 
simplemente los métodos de deducción proposicional desarrollados en el Ca- 
pítulo 2. La estrategia en tres pasos que se sigue es: 


Paso 1. Simbolización de premisas. 
ao 7 pecas e js pa! tie 


Paso 3. Ma oli ca orion 
deducir una conclusión. 


Obsérvese en la demostración siguiente que ejecutando cl paso 2. se 
cambian las fórmulas atómicas, «Cxo y «Ux», en proposiciones atómicas, Esta 
«s la razón por la que se puede dar el paso 3. 


Siguiendo ahora los tres pasos en el ejemplo anterior, se obriene la deduc: 
ción: 


MM > Uy? 
20 P 


o AS ds o er 
universal Se puede prescindir del cuamificador y sustituir su variable por 
Calar emi pelo tn e espcifa la vai al mila por el 


elegir» De la afirmación universal de que algo es cierto para todas las 
osas que podamos elegir, nferimos que la afirmación es cierta para ina 
+ varias cosas específicas y determinadas que clijamos. 

¡Como segundo ejemplo se puede considerar un razonamiento simple so- 
bre números. 


Más adelnte sc impondrá uns restricción necesa pasa la especificación 
verd. 
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Se define: Px =» x es un número positivo. Entonces utilizando el 
simbolo ordinario > para «mayor ques y las cifras arábigas como nombres 
de los números uno y t1es, se puede simbolizar el razonamiento, 


Demostrar:1>0 8 3>0 
(1) (MP —= x>0) 
mer 

0r3 


La aplicación de la especificación imiversal para escribir una deducción de 
este razonamiento es simple y fácil. 


(1) War — 20) P 


mer P 

mr P 

MP1 —= 190 Yet 
(5) 1>0 Pros 
(6) P3 —= 3>0 3/1 
(1) 3>0 PP3,6 
(8) 1>0 e 3>0 A5,7 


Obsérvese: que en las líneas (4) y (6) se ha indicado explícitamente la ex 
«ficación por «1/x» y «3/x seguidas del número de la línea a la que 
aplicó la especificación universal. En el funuro se utilizará esta línea incl 
mada para indicar la especificación. Se Jee, «Poniendo 1 en vez de x» y 
«Poniendo 3 en vez de x», y se entiende que se aplica la regla de especii- 
cación tniversal (US). Obsérvese que a la línea (1) se le pueden aplicar dos 
especificaciones universales distintas. No existe limitación del múmero de 
veces que pueden aplicar especificaciones ala misma proposición universal, 
de la misma manera que no existe limitación del número de veces que cado 
línea de una deducción puede utilizarse para deducir muevas lineas. 


Ejercicio 1 


A.. Simboliza las siguientes premisas y conclusiones. Cada ejemplo incluye: 
un término, Utilizar letras minúsculas para simboliza términos. 
1; Todos los perros son animales. 


Lassie es un perro. 
Por tanto, Lassie es un animal 
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2. Ningún presidente delos Estados Unidos fue un inmigrante. 
John Quincy Adams fue un presidense de los Estados Unidos, 
Por tanto, John Quincy Adams no fue un inmigrante. 

3. Cada número par es divisible por dos. 

Diez es un mómero par, 
Ocho es un número par. 
Por tanto, ocho y diez son divisible por dos, 

4. Ningún número es mayor que el mismo. 
res es un número. 

Por tanto, tres no es mayor que tres. 

3. Para cada x, si x es un múmero, entonces x más. uno es mayor 
que x. 

Cuatro es un número. 
Por tanto, cuatro más uno €s mayor que cuatro. 

6. Todos los loros son pájaros. 

Todos los pájaros son vertebrados. 
Polly es un loro, 
Por tanto, Polly es un vertebrado. 

7. Ninguna fracción es un entero. 

Cuatro es un entero. 
Por tanto, cuatro no es una fración. 

8: Todos los números negativos son menores que cero. 
Seis no es menor que cer. 

Por tanto, seis no es un número negativo. 

3. Todo presidente es un Jefe de Estado nombrado por eleción 
Un Jefe de Estado no nombrado por elección es un mónarc, 
El tey Balduino es un monarca. 

Por tanto, el rey Balduino no es un president. 

10, Ningún número impar es divisible por dos. 
Seis es divisible por dos. 

Ocho es divisible por dos. 
Por tanto, ni seis ni ocho son números impares. 

11, Todos los congresistas son o profesores o miembros de la Academia. 
El Sr. López trabaja en Madrid, pero no cs miembro de la Áca- 
denia. 

Por tanto, si el St. López es congresista es un profeso. 


B. Dar una deducción completa de los ejemplos de inferencia válida del 
Ejercicio A. 
€. En cada uno de los siguientes, deducir la conclusión de las premisas. 
dudas, utilizando la forma típica completa para las demostraciones. 

1, Deducir: Pb 

(1) (Mode 8 Ro 
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2 Deducir: Fr 8% fr 
MM e 5 


3, Deducir:Ga 
(1) (0 — 6 
(2) Ha 


4. Deducir: Fé 


0 MIA - mn 
(2) Há 


5. Deducir:2>0 
(1) M)a>! — :>0) 
ma 


5. Deducir:3>0 € 4>0 
(1 3>1 
(3 (M6 — y20) 
01 

7. Deducir: 
(MUA > RO 
(2) e 


8. Deducir: 4 
(1) (Mo(Gx V 4) 
ms 


9. Deducir: /6 
(0) 0 
DNA — 1) 


10. Deducit: Hr 
(1) (Vo(Gx — Je 8 1) 
(2) Ge 


Se puede también aplicar la especificación universal para hacer inferen- 
cias en las que números u otros objetos estén representados por términos 
complejos como «l-+la 0 «3+1» en ver de los simples números. Para 
constr un ejemplo se puede utiliza la primera premisa del último ejemplo 
indicado. 
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Cada múmero 
143 es un 
Por tamo, 143 
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es mayor que 0. 
positivo. 
mayor que O. 


Utilizando los símbolos ya introdutidos, se puede escribir la demostración 


de este razonamiento, aplicando la| 
linea (3). 


especificación universal para obtener la 


(1) Mr —[:>0) P 
(2) P 143) P 

(3) PUI+S) 4 14320 143% 
(4) 143>0 PP2,3 


(Se añade el paréntesis en «P(14 
dlicado «Pe se aplica a «143» y 
Los signos de operación +, — 


para poner de manifiesto que el pre: 
simplemente a «lo.) 
X Y + forman nuevos términos a parir 


de otros términos, Estos signos 
porque cada uno de ells combina 


riculares indican operaciones. binarias, 
rérminos para formar un muevo tér 


mino complejo. Por ejemplo «3» es un término, «d» es un término, y «3X4» 
es un término, Es un término complejo que se refiere al mismo número 
indicado por el término «12». Un signo de operación que forma otro tér- 
ruino. de sólo un término indica una operación pronaria. Elevar un número 
al cuadrado es un ejemplo; «3» es un término y «Ss es un término 

Evidentemente, ls signos de operaciones numéricas están unidos 
minos, nunca a proposiciones. No tiene sentido decir «(María juega a tenis): 
(Juan juega a balonmano)» o decir «3 —» 7. El símbolo, —, podría 
prestarse a confusión, pues tiene dos significados diferentes. Delante de un 
término es un signo de operación monaria que transforma un número posi 
tivo en negativo, o transforma un húmero negativo en positivo, Entre dos 
términos es un signo de operación binaria que indica la sustracción. 

Puesto que un término complejo es a su vez un término, puede combi- 
arse también con signos de operación para formar más términos complejos, 
Es necesario indicar de alguna forma cuál es el signo de operación dominame 
para cada 1émmino complejo. ¿A qué número es. igual 34-4%3? Se pueden 
vtilizar paréntesis para indicar las dos posibles agrupaciones. 


xs 
34 (4x5) 


La primera es 7X3 que es 35. La segunda es 3420 que es 23, 
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Ejescicio 2 


A. Poner los paréntesis adecuados para que las proposiciones siguientes scan 
ciertas. 


1, 24+6X5=40 
2, 24+6x5=32 

3. —S=-9 
4-99 

5. 12-823 
5,(12-3=81 

7. +3428=12 
8, 24-J4203% 
9124-34 = 100 
10. 24-84 D=3s4s 


B, Dar una demostración formal para cada uno de los razonamientos si- 
guientes. > 


1. Tres más siete es mayor que dos más cinco, 27% 4 LX) 
Cada número mayor que dos más cinco no es igual a dos por tres. 
Por tanto, tres más siete no es igual a dos por tres. 

2. Cada número que no es igual a cero es mayor que cero o menor 
que cero, 
Seis dividido por dos no es cero y seis dividido por dos no es menor 
que cero. 
Por tanto, seis dividido por dos es mayor que cero. 

3. Un número es par si y sólo si es divisible por dos. 
Tres por cinco no es pa, pero tres más cinco es divisible por dos. 
Por tanto, tres por cinco mo es divisible por dos, pero tres más cinco 
es par 

4. Para todo £, x más uno es par o x no €s impar, Si uno más tres no 
ds par, entonces tres más uno no es par. 
Por tanto, stress impar, entonces uno más tres es par 

3. Tres sumado a cualquier minero impar da un nómero par. 
(Indicación; Si un mimero es impar, entonces este múmero más tre 
es par), 
Dos más tres es impar. 
Si el resultado de sumar tres a dos más tres es par, entonces ocho 
e par. 
Por tanto, ocho es par. 
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'No estamos limitados a user en una sola premisa de una demostración. 
un cummicador universal. El ejemplo que sigue ostra cm punto, 


Para cada x, six es un número par, entonces 342 es par. 

Para cade x, si x es un número par, entonces x no es un número impar. 
Dos es un número par. 

Por tanto, 242 no es un número impar. 


Definiendo, Es ++ res un número par y De «+ 165 un número im 
par, se simboliza el razonamiento y se escribe una deducción, 


(0 MO(Er — ED) P 

(2) (VAlEr — 00) P 

(3) Ez P 

(E — E2+2) E) 
(5) E2+2) PP 
(6) El2+2) —= D24D 242/12 
Mba + PP5,6 


En este caso aparece un cuantificador wniversal en las líneas (1) y (2), En la 
línea (4) se aplica US a (1), poniendo «2» en vez de ax», En la línea (6) 
se aplica US a (2), pero en este caso resulta de la estructura del tasona- 
miento que hay que poner «242 en vez de «x». 


Eyeacicio 3 


A.. Simboliza los siguientes razonamientos utilizando símbolos Iópicos y los 
símbolos típicos de la Aritméica tales como +, >, <, etc, adecuada: 
mente. 


1. Para cada y, si y es menor que 9, entonces y es menor que 10, 
444 es menor que 9. 
Por tanto, 444 3 menor que 10. 

2. Para cada x, SÍ x es major que cuatro, entonces A es mayor que 
tres. 
Uno más uno no es mayor que tres. 
Por tamo, uno más uno no es mayor que cuatro. 
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3. Para cada s, si 2 es igual a tres más uno entonces 3. ipual a dos 

más dos: 
Ocho menos cuatro es igual a tres más. uno, 
Por tanto, ocho menos cuatro es igual a dos más dos. 

4. Cada número negativo es menor que cero. 

Dos no es menor que ceo. 
Por tanto, dos no es un número negativo. 

5. Para cada x, sí x+1=1 entonces x es menor que L, 

O+1=1. 
Por tanto, O es menor que 1. 

6. Cada número divisible poe dos es par. 

Cuatro es o impar o un número divisible por dos. 

Cuatro no es impar. 

Por tanto, cuatro es par. 

Para cada y, si y cs la suma de números pares entonces y 65 un 

número par. 

Ocho es la suma de números pares. 

Doce es la suma de números pares. 

Por tanto, ocho y doce son ambos números pares. 

8, Para cada x, six es igual a diez, entonces x es mayor que ocho, 
Cinco más cinco es igual a diez o cinco más res s iguala die, 
Cinco más 11es m0 es igual a diez 
Por tanto, cinco más cinco es mayor que ocho, 

3. Para cada x, no ocurre que x sea a la vez un número positivo y 
x se un número negativo, 

Para cada, sx es menor que 0, entonces x es un número negativo 
1-41 es un número positivo. 
Por tanto, 1+1 no €s menor que 0. 

10, Para cada x, si x es mayor que 2, entonces x+2 es mayor que 2, 
Para cada x, si A+ es mayor que 2, entonces x+2 es mayor 
que 2 
Por tanto, 242 es mayor que 2 

11. Todas las arañas son arácnidos. 

Todos los arácnidos tienen ocho patas. 
Charlotte es una araña. 
Por tanto, Charlotte tiene ocho patas. 

12, Ningún triángulo congrueme a ABC es cquilátero 
Sólo los triángulos congruentes a ABC son congruentes a DEE. 
El triángulo GHI es equiláero. 

Por tanto, el triángulo GH! no es congruente a DEF 


B.. Escribir una deducción completa para cada uno de los razonamientos 
del Ejercicio A- 
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C.. Probar las siguientes conclusiones presentando una deducción completa a 
parir de las premisas. 


1, Demostrar: 24031 
(1) Wl=2 = am1+1) 
0) Va=I+1 — 191) 
(3) 240=2 

2. Demostrar; 3 
(0 MO(d — <0) 
(2) =(3<0) 


3. Demostrar: Fa — La 
(1) (MalEx — 4%) 
(2) (MaJiPe Y Lo 


4. Demostrar: 4 
(1) MOMO Pa) 
(2) (V(P: — Nx) 
(5) 490 


5. Demostrar: 2340. 
(DIA Y MN —= 320) 
(2) POD 


6. Demostrar: 5-5=0 
(1) MIC —= (Ne 1=0)) 
(2) 6-5) 
(3) (MA)(>0 + en 
(4) 5-50 


7. Demostrar: 3<5 
LD) (Mallet Ro 425 — 15) 
(2) MlAc=e «. 2<4) 

(5) 4<5 
(0) 4<—3 


8 Demostrar: 55% Pb —= Cb 
(1) (Vadis ke Ry + 0) 
(2) (VaíPa — Ro) 
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9. Demostrar: 12=4x3. 
(1) (Me(l2=0x3 — 3+1=0) 
(Y) Wlr+I=4 e 8e=3) 
(3) 8-3=5 


10, Demostrar: 344<3+7 
(1) WdW<2+6 — 1<3+7) 
(2) MNU>ZES Y x<2+6) 
(3) 3449245 


En distinas premisas que wrilizan cuantficadores no se está obligado 
a utiliar siempre la misma variable. Sopóngase que se pone «x» como 
única variable en la primera premisa, Cuando se escribe otra premisa que 
vliza un cuamificador, se puede poner «xo otra vez o se puede también 
vilizar una variable distinta, por ejemplo «ya. El ejemplo que sigue ilustra 
este punto, poniendo como antes «Er» para «x es un número pare, «Ox 
pata ex ex un número impar» y «Px» pata «x es un número positivo». 


Demostrar: 4 
(1) (MaJ(1>0 — Ex Y 00) 
O) 

0 

(4) 04 


Este razonamiento se puede escribir también con la segunda premisa, expre- 
sada en la forma: 


(Whey — 3>0) 


pues se puede utilizar o «x» o «ya para indicar todos los números. Simbo: 
lizando la segunda premisa con «y», la deducción es 


(M VIG>0 —= Er vo) P 
DM — 20) P 
ar P 
(9 -0s » 


(5) P4 — 3>0 4 2 
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(6) 40 PP3,5 
(140 —= EvYo0s Al 
(8) 4 Y os PP 6,7 
(9) Es TP4,8 


Obsérvese que se pone ads en vez de ax» y más tarde ad» en ver de 
«y», Se puede especificar cada término en cualquier proposición universal. 


Ejercicio 4 


Simbolizar os razonamientos siguientes utilizando simbolos Kóicos y los 
simbolos típicos de la Aritmérica. Después escribir una deducción completa 
de la conclusión. 


1. Para cada y, y es par al y sólo si y+L es impar. 
Para cada x, six es igual a 341 entonces x cs par. 
541 m0 cs Ímpar. 

Por tamo, 5 no es igual a 341. 

2. Para todo x, si 12=w+4 0 0=3X3, entonces x no es pat. 
Para cada y, y es par o y cs impar. 
15=3x3. 

Por tanto, 13 es impar. 

3. Para todo £. si es mayor que tres más cuatro, entonces 2 es mayor 

que cero, 

Cada y es positivo i y sólo si cs mayor que cero. 
Tres más cinco es mayor que tres más cuatro. 
Por tanto, tres más cioco es positivo. 

4. Cada alumno que ha hecho su trabajo entiende el problema. 
Juan es un alum, pero no entiende el problema. 

Por tanto, Juan no ha hecho su trabajo, 

5. El que compuso la «Obertura 1812» murió cn plena madurez. 
Serlanti escribió para el clavicordio, 

"Nadie a la vez fue buen músico y murió en plena madurez. 
Todos los que escribieron para el clavicordio fueron buenos mús 
sicos. 

Por tanto, Scarlatti no compuso la «Obertura 1812», 

6. Para todo x, si el cuadrado de x es mueve y x es mayor que dos, 
entonces x es tres. 

¡Cada y sería menor que cuatro si cada vez que es mayor que dos es 
igual a tes. 

El cuadrado de uno más dos es nueve. 

Por tamo, uno más dos es menor que cuatro. 
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7. Cada w que es igual a ares más cinco o es igual a diez más dos es 
divisible por cuatro. 
Cada x que es divisible por custro o divisible por ses es par. 
Por tanto, si nueve menos uno es igual a tres más. cinco, entonces. 
nueve menos uno es par. 

8. Cada x divisible por doce es divisible por cuatro. 
Cada y divisible por cuatro es par. 
O x.es divisible por dos o no es par. 
Quince no es divisible por dos. 
Por tanto, quince no es divisible por doce. 

3. Cada número es o menor que cinco o a la vez mayor que tres y 
positivo, 
Si un númeto es mayor que cero, entonces si es menor que cinco es 
positivo. 
Cuatro es un número mayor que cero. 
Por tanto, cuatro es positivo. 

10, Cada x es o mayor que cero o no es positivo. 
Ningún y que multiplicado por tres dé menos ses és mejor que 
cero. 
Por tanto, si cuatro más cinco es positivo, emonces 3X(44+3), no 
es igual a menos seis, 


e 62 Dos o más cuantificadores 


No so pueden hacer muchas matemáticas u otros razonamientos sistemáticos 
'tilizando sólo un cuamificador con cada proporción, pues en Matemáticas 
siempre se trabaja con relaciones entre dos o más objetos, Afortunadamente, 
«es extremadamente sencillo extender todo lo que se ha hecho, incluyendo 
proposiciones que contengan más de un cuantficador universal siempre que 
Jos cuantificadores se encuentren al principio de la proposición. 

¡Como ejemplo, se considera el razonamiento: 


Dos es mayor que uno. 
Por tanto, no ocurre que uno sea mayor que dos. 
Se puede simbolizar este razonamiento, 


Demostrar: (1>2) 
DAM) — 20> 0) 
m1 
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Obsérvese que simplemente se ponen dos cuanifiadores universales, uno 
utilizando la variable «xo y otro la variable «y» al principio de la segunda 
premisa. A cada una de estas variables se le puede aplicar la especificación 
universal, y e sustituye «x» por «Ze e «y» por «1». Una deducción completa 
tiene la forma: 


() Wo) — 450) P 


e) 2>1 P 
(3)2>1 — (152) 2/x, Uy 1 
(4) 0>2) PP2,3 


Como segundo ejemplo, considétese el razonamiento: 


Para cada x e y, six es igual a y, entonces y es igual ax 
Uno más uno es igual a dos. 
Por tanto, dos es igual a uno más uno. 


AL simbolizar este razonamiento, se utiliza el signo de igualdad típico, = 


Demostrar: 2=1 41 

AAA 12 

(2) lr i=2 
Como en el primer ejemplo, se aplica la especificación universal poniendo 
«1+L» en vez de ax y «Zn en vez de «yo, de manera que la segunda pre- 
mis sirva de antecedente de la implicación. Una vez hecha la sustitución sólo 
hay que aplicar el modus ponendo pomens para obtener la conclusión desea- 
da. La deducción completa es 

0) ANA + y) 


() Lel=2 P 
(3) Lel=2 —= 2=1+1 1+1/8,2/y 1 
(6) 2=1+1 PP2,3 


Obsérvese que «2 es igual a 141» y «2 es mayor que 1» son fórmulas 
atómicas, pero contienen dos términos, Expresan alguna relación matemáric 
entre sus términos. Hay también muchas relaciones no matemáticas. «Isabel 11 
es la madre del príncipe Carlos» y «Booth maró a Lincoln» expresan relacio. 
es. Tales relaciones son predicados dobles. 


Definiendo: 
May <= x cs la madre de y 
e= Isabel TT 
'e=príncipe Carlos, 
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la primera proposición se puede simbolizar: 
Mec o eMe 
Análogamente, se puede simbolizar la segunda: 
KóL, 


Cuando se utilizan equivalencias como «May => xes madre de ym, 5€ 
expresa que siempre que se tenga «es cmadre de» en castellano se utilizará 
el simbolo .M», y siempre que se tenga => entr los símbolos, significará 
«es madre de» en el engusje corriente, ax e «yo se utilizan para indicar que 
«es madre de» y «Mo son predicados dobles, que requieren dos términos 
Los términos se» y se» no se usan al dar la traducción de «es madre den 
puesto que la traducción de cada término y de cada predicado ha de hacerse 
epuradamente pura conservar la claridad. Por separado se dan las traduc- 
ciones de alsubel», «Carlos», y «es madre de, pero no la de «Isabel es 
madre de Carlose conjuntamente. 

Frecuentemente, parece mejor escribir «xMy» cn vez de «Axyw. Ambos 
son aceptables, 

No basta contar el número de términos para decidir si una 
en lenguaje wsual se ha de simbolizar utilizando predicados simples o dobles, 

Por ejemplo, 


Wilbur y Oscar s00 hombres, 


Wilbur es un hombre y Oscar es un hombre. 


Definiendo: 

Me + 1 es un hombre: 

Wilbur 

0=Oxear, 
ve obriene en símbolos: 

Mo £ Mo 
Consideremos: 
Wilbur y Oscar son hermanos. 

Esto no significa: 


Wilbur es un hermano y Oscar es un hermano, 
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Wilbur es el hermano de Oscar, 
Definiendo, 
Bo <s xeshermano de y 
10=Wilbur 
0=0xcar, 
se obtiene en simbolos: 
Bwo. 


Como otro ejemplo, simbolicemos, 


Si Francisca es la esposa de Francisco, entonces Fran 
cisco es un hombre. 


Definiendo: 


Way 0» es la esposa de y 
Mx ++ ses un hombre 


se obtiene en símbolos: 


El ejemplo que sigue requiere cuamtificadores. 
Cada hombre es más viejo que cada muchacho. 
Me + xs un hombre 


Br — «es un muchacho 
Oxy «+ x es más viejo que 9, 


entonces la proposición se simboliza 
(MIMYME 8 By — Om). 


Ejercicio 5 
A. Traducir en símbolos lógicos: 
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). Los pájaros tienen miedo a los gatos. 
10. Cada nación que teme a otra se prepara para luchar con ella. 


B. Traducir los siguientes razonamientos en símbolos lógicos y dar una de- 
lucción de la conclusión a partir de las premisas, 


1. Cada cosa en esta lección es una parte de la Lógica. 
Cada persona que puede resolver problemas en una parte de la 
Lógica es un genio. 
Carolina es una persona que puede resolver problemas sobre la pri- 
mera deducción y está en esta lección. 
Por tanto, Carolina es un genio. 
2. Mangostas pueden matar 4 las cobras. 
Monigomery no puede matar a Charlie. 
Por tanto, si Charlie es vna cobra entonces Montgomery no es una 
angosta. 
3, Todo aquel que quiera a Jorge escogerá a Pedro pata su partido. 
Pedro no es amigo de nadie que sea amigo de Juan. 
Luis no escogerá a nadie que no sca amigo de Carlos para su par: 
tido, 
Por tanto, si Carlos es amigo de Juan, entonces Luis no quiere 4 
Jorge. 
4. Sólo un tonto alimentaría a un oso salvaje. 
Cristina alimenta a Nicolás, pero no es tonta. 
Por tano, Nicolás no es un 050 salvaje. 


C. Deducir las conclusiones requeridas de las premisas dadas. Se define: 
Ex er xespar Ox e xesimpar, Pr 0 xes positivo, Na ++ 
es negativo, Dx sx es divisible por dos. 


1 Demostrar: 543=345 
ANNA +2) 
2 Demostrar: (44+3)+3>643 


(1) WN) — 1435143) 
(2) 443>6- 
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3. Demostrar: 3/4<1 
() (Va)Vle>: — 3/u<1) 
ms 
A. Demostrar: E(38)* 
(1 MDMNE — Eo) 
(2) (WaNVol(Eler) «+ Elton) 
6) Es 
5, Demostrar: —4(—4)P<—4 
(MD MINA<S=1 Ek yl + 09<0) 
(2) (W<=1 —= 2>1) 
(3) -4<-1 
6, Demostrar: 6-2/3<6 
(1) Va vM—=0<0 + u<») 
0) Vu)Wolw<I £ 1>0 — 2u<h 
(0) 2/3-1<0 e 2/3>0 
7, Demostrar: £(5+7) 
(1) NANO; 8% 0: Ey4D) 
(2) (VO == Ds) 
(3) (VaJ(Ow Y Eu) 
(4) 307 8% ES 
8. Demostrar: 54-1/4>5 
(WOW E Py ko x<l > 3409) 
(2) WANNA RP Y eso Vta) 
6) 1/4<1 
(6) 1/445>5 
9. Demostrar: PS + (P(=9) ++ 59) 
(0) Wait e by Am + 
0) VW E he — 20) 
10, Demostrar: p7 
(1 VANASO 8 y<0 —= Nun) 
(2) Viywn((L<O — M/0 —= Po 
(3) 7>0 


No está limitado el uso a sólo a des cumntificadores, Se pueden inro- 
«locir tamos cuamtificadores como sea necesario para simbolizar de manera 


* El signo «se usa frecuentemente para ls multiplicación. 
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adeciada las proposiciones enunciadas en el lenguaje usual. Los ejemplos que 
siguen, ilustran este punto. 


Para cada x, y y 3, sí x es mayor que y € y 65 mayor 
que x, entonces x <s mayor que x. 

Dos es mayor que uno, 

Tres es mayor que dos. 

Por tanto, tres es mayor que uno, 


Se introducen tres cuancificadores para las variables «x», «y» y 429 para 
simbolizar la primera premisa. El ruzocamiento completo se simboliza como 
sigues 


Demostrar; 3>1 
(0) MANWE y) = 0) 
(2 2>1 
(3) 322 


E éste cuso, es necesaria alguna consideración para precisar las sustituciones 
que se han de hacer en vez de «x», de aya y de «z» por especificación uni- 
versal, La cuestión cxriba en decidir cómo se pueden utiliza las dos premi- 
sus adicionales para formar el antecedente de una condicional que tenga la 
conclusión como consecuente. En el caso presente la lave del asunto es que 
se desea sustituir la variable «y» por un número que ha de ser a la vez 
mayor que un número y menor que otro número. Mirando las dos otras pre: 
misas se ve que este número ha de ser «2». El resto de la sustitución es 
entonces clao, Tre es mayor que dos y dos es mayor que uno, por tanto se 


sustituye ax» por «Jo y az» por «1». La deducción completa es: 
0) MOM) E y>: = 19) P 
ma P 
(3) 3>2 P 
(4) 392 £ 251 —= 3>1 3/5, 29, Me 1 
(5) 392 £ 2>1 A2,9 
(6) 3>1 Pr4,5 

Ejercicio 6 


A. Traducir los. siguientes: razonamientos a símbolos lógicos y dar una 
deducción de la conclusión a partir de las premisas. 
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1. La sermana de la madre de cada muchacho es su tía: 
Juan es un muchacho y Mara es la hermana de Helena, 
“Todos los tos de Juan le mandan regalo de cumpleaños. 
Por tanto, si Helena es la madre de Juan, Marta le manda regalo 
de cumpleaños, 

2. Los coroneles tienen graduación superior a la de los sargentos y los 
sargentos tienen mayor graduación que los soldados. 
“Todo aquel que tiene menos graduación que otro tiene que recibir 
órdenes de él. 
“Todo aquel que tiene más graduación que otro que a su vez tiene 
más graduación que un tercero, tiene más graduación que el 1er- 


López es un coronel. Pérez es un sargento y Gómez es un soldado. 
Por tanto, Gómez ha de recibir órdenes de Lóper. 

3, Para cada X € y al x cs mayor que , y no es mayor que x 
Por tanto, uno no es mayor que uno, 
(Indicación: Intentar. demostración indirecta.) 

4. Para cada x € y, x es igual o mayor que y 0 y cs ial o mjor 
que 
Por tamo, uno es igual o mayor que uno. 


BM. Deducir la conclusión de las premisas dadas presentando una demostra- 
ción completa en la forma típica, 


1. Demostrar: 4=242 
NN 
042 
(3) B=242 


2. Demostrar: 2541 
0) MW E > — > 
11 
(9) 2>1 


3. Demostrar: 2=141 
(1) ANN =+41 Y sy E y=2+0) 
()2%1 Y 1m0+1 


€. De las siguientes premisas (1) a (4), deducir cada una de las conclusiones 
escritas debajo. 
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(1) WOMAVALAy E 70 — 100 
(2) MAMA) Y 10) 

(3) MIMNEY + 10y £ 100 
(4) MIME + 700 


Las conclusiones son 
(a) blb— Ulndicación: se hará uso de (3) y (2) 


(b) aPh —= slo 
(eJaPh de Me — ee 


O 63 Lógica de la identidad 
En castellano se pone con frecuencia alguna forma del verbo «ser» (como 
es», «era», «son», «eran») entre dos términos para indicar que nombran 
0 se refieren a una misma cosa. Por ejemplo, 

(1) abel LL es la seína de Inglaterra 
Esto significa 


(2) «Isobel Il» nombra o indica la misma cosa que «la 
reina de Inglaterra», 


(9) Isabel IL es lo mismo que la reina de Inglaterra. 
(4) Isabel HL es idéntica a la ceina de Inglatera. 

Definiendo: 

e=Isabel 1 

g=la reina de Inglaterra: 
se puede simbolizar en la forma: 

=p 

El signo igual, =, se denomina también «signo de identidad». 


Sin embargo, el verbo «ser» se utiliza también en otro sentido. Las 
dos proposiciones que siguen tienen el mismo aspecto que (1); sin eme 
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bargo, no se pueden enunciar en formas análogas a la (2), (3) o (4): 


(3) Tsabel TE es una mujer. 
(6) Las mujeres son personas. 


Seria incorrecto enunciarlas en la forma: 


(7) «lsabel Lis nombra o indica la misma cosa que «ona 
mujer». 
(8) Mujeres son idénticas a personas. 


Para decidir cuándo una proposición puede traducirse utilizando el signo de 
identidad es necesario precisar lo que significa. Frecuememente ayuda a 
ello al intenar ponerlas en la forma de (2), (3) 0 (4) y decidir si lo que 
resulta significa lo mismo. 

Hay que recordar que el signo de identidad se coloca sólo eme términos 
que han de ser nombres de una y la misma cosa. Dos cosas distintas no 5on 
tina misma coso, Así, dos lapices nuevos de la misma caja, aunque tengan 
vna apariencia tan igual que no se distingan, son sin embargo lápices distin- 
tos —no son idénticos—. Sería falso decir «primer lópiz==sogundo Mpiza; 
decir que son iguales o idénticos significa que son el musmo lápiz, no que 
on tan análogos que no se distinguen. El signo = no se coloca entre dos 
oras, sino entre dos simbolos de expresiones, y lo que slgniica es que las 
dos expresiones se refieren a una misma cosa. Así se puede decir 


George Washington=el primer presidente de los Estados 
Unidos. 


La ides es simple. Pero en el lenguaje usual son frecuenes las contusiones, 
pues se usan los palabras «igual» o aidénico» de forma no estrictamente 
exacta («Esos lápices son idénticos») y no de acuerdo con el sentido mae: 
Amático y lógico preciso. 


Esencicao 7 
A. Traducir las siguientes proposiciones utilizando el signo de identidad 
cuando sea apropiado. 
1, El 4 de julio es el Día de la Independencia, 


2. Sir Francis Drake era un corsario. 
3. Los gatos son felinos. 
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4, Un quinto es el veinte por ciento. 

3. Benjamín Franklin fue un impresor 

6. Franklin fue el autor de Poor Richard's Almanac. 

7. Monterrey no es la capital de California. 

8. No todo caballo es buen corredor, 

9. Si Mario es un fotógrafo, entonces es el chico del que ol hablar. 
10. Si x es tres, entonces no ex igual a y 


La identidad juega un papel importante en Lógica matemática. Estú- 
dese el ejemplo siguiente. 


Ejemplo a. 
1) 2>1 P 
mame 
6) 1121 11,2 


La línea (3) se obtiene de la línea (1) sustituyendo «2» por «141», Esto 
ve justifica por medio de la «regla de identidades», pues la linea (2) dice que 
«2» y «L-+Lo son nombres para la misma cosa. 

Un ejemplo que comiene variables es el siguiente: 


Ejemplo bo 
(0 ANO) + o) P 
2) 150 P 
5) 2141 P 
(4) 190 —= 141>0 15, 0/y 1 
(5) 1150 PP2,4 
(6) 2>0 13,5 


Obsérvese a aplicación de la regla de identidades para obtener (6) de (3) y 
(5), Se expresa abreviadamente esta regla por 1. Obsérvese también cómo. 
se ha usado la regla de identidades. Después de especificar «1» para la ax 
y «0» para la «yo, se obtiene por ponendo ponens 


141>0, 


Se utiliza después, inmediatamente, la regla de sustitución de identidades, 
'ustituyendo «1-+ 1» por «2» para obtener la conclusión 


2>0 
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Demos shora el siguiente enunciado de la «regla de identidades»: 


Se supone que S es una fórmla que contiene el término 
£, se ramforma S en R sustituyendo una o más veces 
en que aporece la cen S por la d, entonces de S y la 
identidad c=d se puede concluir R.- 


Obsérvese cómo se aplica esta regla a los ejemplos « y b. En el ejem 
plo a, la línea (1) «2 > 1» corresponde a. 5, la línea (2) «2=14+1» es la 
Aientidad, y a conclusión lnea (3) «1+1 > Lo es Igual que (1) con la ex- 
«epción de que en (3) se sustituye «2» por «1-41». Así (3) corresponde 
a R y es consecuencia lógica de (1) y (2) por la regla de identidades, Esta 
regla ha sido aplicada coo cierta extensión por todos los que han estudiado. 
algo de matemáticas. Lo que se ha hecho aquí es encuadrarla como parte 
formal de la Lógica, 

El uso de la regla en 
ba indirecta es el siguiente: 


ejemplo no matemático que contiene una prue: 


Ejemplo: 


El agente que encontró la carta estaba en el apartamento. 
“Alora si alguen caba en el apartamento estaba en la 
ciudad. Si alguien estaba en Méjico no estaba en la ciudad. 
En cícto, Higinio estaba en Méjico. Por tato, Higinio 
ho es el agente que encontró la carta, 


(1) ae P 

(2) (WalAr + To) P 

(3) Max — 79) P 

(4) MA P 

(5) MA + TA Ms 3 
(6) 7h PPA4,S 
(1) Ah Th Mx 2 
(8) 42 TT 6,7 
10) hue P 

(0) ade 18,9 
an de ko de ALO, 
(12) htc RAA9, 11 

Ejmcicio 8 


A. Simboliza os siguentes razonamientos y demostrar que la inferencia 
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«es válida deduciendo las conclusiones. 


1. Todos los números positivos son mayores que cero. 
“Tres es un múmero positivo, 
Tres es igual a dos más uno. 
Por tanto, dos más uno es mayor que ceo. 


La Srta. Lóper es la presidente de la sociedad. 
Por tanto, la Srta. López vive en esta ciudad, 
3. Eduardo podía haber visto el coche del asesino, 
Ramsey fue el primer testigo de la defensa 
O Eduardo estaba en la fiesta o Ramsey dio testimonio falso. 
En efecto, nadie en la fiesta pudo haber visto el coche del asesino. 
Por tanto, el primer testigo de la defensa dio testimonio falso, 
4. Samuel Clemens era capitán de barco fluvial 
Ningún capitán de barco Mluvial ignora ninguna señal de peligro. 
Mark Tan escribió sobre las cosas que él no ignoraba. 
Mark Twain era Samuel Clemens. 
Por tanto, si las luces en los puentes son señales de peligro, enton- 
ces Mark Tivain escribió sobre ellas. 


1, Deducir las siguientes conclusiones de las premisas dadas, dando una 
demostración formal completa en la forma típica. 
L Deducie: apt 
(1) WO — Ba) 
(2) bn 
6) To 


2. Deducir:284 1922 
(1) 42 
(2) 4. 
6) MM — +13) 
3. Deducir:243=5 
(0) ANNA +x) 
0) 34225 
4. Deducir: 3226 
(1) MO (<7 — x<8) 
(2) 8<8) 
(9) 6<7 
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5. Deducir: (36) 
(1) Vat>7 — =5) 
0) mo 
(3) 9>7 


6. Deducir: £36 
(Me) 
(2) (WSIMNE: — Elsy) 
(3) ES 
(4) 5436 


7, Deducir: 4437432 
MAMAS +2 my) 
0) 410 
(0) 32=4+2 


8, Deducir: 342=5 
(0D MN) yea) 
(2) 53141 
(3) L+l=2 


9, Deducir: 0 (25) 
IS 
(2) 445=29 
(9) WAME=) — (Ox — 09) 
(4) 44+25=29 
(5) 0(5) 


10, Deducit: 4>=4 
MMMM) E y>: — 19 
2) 4>2+1 
(3) (Wu)(WijiPw E Nz —= w>) 
(923 8 NA) 

6) 241=3 


+ — 0-u) 


11. Deduci: 37 
M ANNO += (y) + (0) 
(2) 35=15 
(5) 32=6 
(4) 24 
(5) 6+15=21 


grs 
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0 64 Certezas Hógicas 


Una certeza lógica es una fórmula que es cierta independiente de la cereza 
o falsedad de hecho de cada premisa particular. Las tanologís son ejemplos 
de certeza lógicas, pues son siempre ciertas en virtud de su forma, Otros 
ejemplos son afirmaciones de la forma siguiente: 


FHI=344 
la estrella vespertina=la estrella vespertina. 


Es una crtea lógica el que cada cosas igual a 5 mima, 
La regla de certezas lógicas (1) permite acer uso de cerezas lógicas 
en las demostraciones formales, su enunciado es: 


Una certeza lógica puede ser introducida en cualquier mo- 
mento en una deducción, 
No depende de las premisas 


Añadir una certeza lógica en una demostración no es, pues, añadir una pre 
mis, y está justificado por la regla L. 
La necesidad de la regla de ceteas lógicas se ve en el iguiete ejemplo: 


Demostrar: 241=(141)41 
Ma=i+L 


Ciertamente, parece que la conclusión es consecuencia de la premisa, y la 
regla para cerezas lógicas permite demostrar la conclusión 


(2141 P 
0) 241=241 Sa 
6) 24I=(+D+HL 12,1 


La línea (2) es una certeza lógica que se ha construido seleccionando el 
primer miembro de la conclusión descada y estableciendo que es igual 4 sí 
mismo. Obsérvese también como se ha utilizado la regla de identidades. Aquí 
Jn lnea (2) corresponde a S de la regla, el primer miembro «Za esc y el+ ls 
es d. Asi (1) corresponde a c=4 y R, la conclusión, se obriene poniendo 
“w1+41+ en vez del segundo miembro «22 en la línea (2). 
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La regla L también se puede utilizar en Lógica proposicional. Estidiese 
esta demostración: 


Pa P 
Dor Pr 
Grv=" — L 
(4) 0vRr DS3, 1,2 


En la página 172 se demostró que P Y —P'es una cersra lógica. Sin la re- 
ala L este razonamiento requeriría una demostración indiecta de mueve l- 
mens. Ya se hu hecho notar que las tmuologías son certezas de lógica, Se 
pueden deducir como conclusiones no dependiemes de las premisas, de la 
misma 


Demostración 
w Pe » 
(2) P P 
0 > Pr1,2 
a Par 23 
mo) > RAA 2,4 
0 e) e cP1,S 


Erencicio 9 
A. Deducir coda conclusión de las premisas dadas: 


1 Deducir: 341 =(24+1)41 
(1) 3=241 

2, Deducir: 4=242 
(1) 242=4 


3, Deducir: (2:)-5=30 
(1) 23=6 
(2) 65=30 


4. Deducie:(27)-15=14-(35) 
(1) 27=14 
(2) 25 =15 


2. 
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5, Deducir: 2:(3+4)=(2:3) +(2-4) 
(1) 344=7 
(2) 27=14 
(3) 6+8=14 
(4) 2326 
(5) 24=8 


6, Deducir: 8-4 (5-2) =(23)+5 
0) Mal(Vellete=+) 
(2) 3+8=11 
(3) 5-2=3 
(4) 23=5 
(5) 5+6=11 

7. Dedcir (1-+0)+1=2 
(1) (Va) +0=x) 

(2) 1412 


B, Dedacir: 24+(241)=3 
4) ANNA + 
(2) 3=2+1 
(3) 342=5 

9, Deducir: 2:(5-7)=70 
(1) MN 
(2) 57=35 
(3) 352=70 

10, Deducir: 13(142)=25 — 10=4+6 
(1) 15-3=10 
(2) 242+3)=446 
(3) 142=3 
(1) 243=5 


Dar deducciones de las siguientes tavtologías. 
1. PV Q=(R EQ) v(PVO) 

2 PE(QUR)—(P RO) Y (PER 
3, [P—(0—R)|—+1P £ OR] 
4PRo>-P vo 

$. AP —>0)—-P £ Q 

6, (Per Q) e (0) 


ESPECIFICACIÓN UNIVERSAL Y LEYES DE IDENTIDAD 245 


Examen de repaso 
1. Traducir en símbolos lógicos: 


a. Carora pasea en coche con Ana, 

b. Ningún hombre puede cortr veine millas por hora 

€. Beethoven es el compositor de «Fidelio» 

. Demócratas no están de acuerdo con republicanos. 

e “Thomas Jefferson es el autor de la Declaración de Independencia. 
£. El abogado del Estado representa al gobierno en los casos ante los 
tribunals civiles. 

e Todas las tortugas son repules. 

hh. Audubon fue un matuelisa americano famoso por sus estudios sobre 
dos pájaros. 


M Colocar los parémtesis necesarios para que sem correctas las ideni- 


a 2x53=7 
b. 3X4+5m27 
€ 44329 
de s+3tm8l 
e M+6-2=2 
L A+62=6 


Mi. Traducir los siguientes razonamientos en simbolos lógicos. Después 
deducir las conclusiones de las premisas. 


a. Cada miembro de nuestra clase o trabaja en la función o en la pre- 
paración de ésta 
Los que trabajan en la fanción están ensayando, 
Los que trabajan en la preparación de ésta están pintando las deco- 
taciones 
Por tanto, si Pablo es un miembro de muestra clase, entonces Pablo 
o está ensayando o está pintando las decoraciones. 

bo. Cada chico es más joven que su padre 
Carlos es un chico que no es más joven que Francisco. 
Todo el que esté casado con Virginia es el padre de Carlos 
Por tanto, Francisco no está casado con Virginia. 

€. Cada niña de la familia Ron está en el cuadro de honor 
Luisa es una miña de la familia Ron. 
El que recibió el premio de poesía no estaba en el cuado de honor. 
Por tanto, Luisa mo recibió el premio de poesía. 
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KV. Deducir las conclusiones requeridas. 


a. Demostrar: a Y PS 
(1) (Vo(ke — So 


(2) se 
b. Demostrar: 1/25<0. e va>0 
(0 WO + 00 


(1): Vap>o — Ps 
Ava Y NV2) 


e. Demostrar: 3459242 
0) M9A>5 Y 1<7) 
(2) 34547 
(8) (1055 — y>2+2) 


Demostrar: Meca —» Pec 
(AICM Y $) 

(2) da 

() (MWliSie — (Be — Pro) 


e. Demostrar: 34453 
(MOMO ts 09) 
(2) WIV(—3<z — 342>4) 
(9) 3+9)-3<4 


> 


Í Demostrar; 5+2=24(243) 
(0) VANA t=y +0 
(2) 243=5 

8. Demostrar: 54=1 — 6(5-4)=5 
(1) (Volt 1=o) 


CAPITULO 7 


UN SISTEMA MATEMÁTICO 
SIMPLE: AXIOMAS DE LA ADICIÓN 


0 7,1 Axioma de la propiedad conmutativa 


En el presente capítulo se muestra cómo la Lógica que hemos aprendido 
hasta aquí puede aplicarse paca desarrollar, de manera lógica, un sistema 
matemático simple. Las conclusiones numéricas que se deducen son clemen- 
tales y de uso cuotidiao. Las premisas que se establecen son también fami 
lares, aunque su importancia fendamental puede que no se haya percibido 
«on toda claridad. Lo notable e interesante es el gran número de conclusiones 
que se pueden deducir de muy pocas premisa fundamentales. 

En Matemáticas, las premisas que sc utilizan una y otra ver debido 
1 vu carácter básico y universal se denominan axiomas. Esta sección empieza 
con el axioma de la propiedad conmutativo o axioma de conmutatividad para 
la adición. El axioma dice que no importa el orden en que se sumen los 
números. Su forma es: 


(WI) =3+1) 
Por especificación universal se obtienen expresiones familiares como. 


0+2=2+0 
142=2+1 
34143 

(2x4) (144) + (23) 


Con la propiedad conmutativa como única premisa, difícilmente es. posible 
deducir algo interesante. Pero se introducirán algunas premisas adicionales 
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como definiciones, En particular, se definen los mimeros arábigos conocidos 
52, «Jo, adv y «3», a partir del «1». 


Destscions: 
2=1+1 
3=2+1 
4=3+1 
51+1 


Cada número natural se obtiene, pues, añadiendo uno al anterior. Puesto que 
se ha de discutir la adición, es interesan precisar sobre los distintos modos 
de hablar sobre sumas. Considérese 


a+b 


Aquí se entiende que se parte de a y sele añade b. Se puede llamar «la suma 
de a y bn,cb sumado 4 ar 0 «a más bo. Esta variedad de expresiones pueden 
vnilizarse al leer sumas complejas. Por ejemplo, «(x-+y)+2» se puede leer 
az sumado e la suma de x € yo. 

Las cuatro definiciones de los números y el axioma de conmutatividad 
ela adición proporcionan un total de cinco premixas con las que e trabajará. 
Se pueden ahora demostrar algunas cosss muy simples. Cada conclusión que 
se demuestre se denominará un teorema. Esta es la forma típica como se 
emplea la palabra teorema en Matemáticas. Cada teorema que se demuestre 
en este captulo o que se proponga como ejercicio es una consecuencia lógica 
del axioma y de las definiciones introducidas. Es der, cada teorema o con 
ciusión demostrada será consecuencia lógica de los axiomas y definiciones 
dados como premisas. En cada deducción en este capítulo se utilizarán las 
mismas premisas. Por tanto, no es precio odas las premisas para 
«ada ejemplo, Simplemento se hará referencia a las premisas (axiomas y def 
ciones) nombrando cada una que e utille. La demostración del Teorema 1 
ayudará 1 poner en claro esta manera de proceder, 


Teorema Lo 3=i+2 


Demostración 
(321 Defde 3 
0) 2+1=142 2/x, 1/3, Comm: Ax. 


0) 3=1+2 11,2 


EE 
UT 

dll 
il 


Al 
Hi 


EE 
Hi 
lA 
4 
l 
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Teorema 3. (141) +(142)=243 


Demostración 

(0 EDAD £ 

tl Del. de 2 

6) U+D+H(14D=2+(1+2) 11,2 

(4) 142241 1/5, 2/9, Conm, Ax. 
(5) 142=3 14, Def. de 3 

(6) (ED (12)=24 13,3 


Ejercicio 1 


A. Demostrar los siguientes teoremas. 


se (+1) 
314 (1+(1+2) 
(lA DEl 

314 (24141 
24 (1+ 3) 442 
(AAA 1419484 


definiciones y teoremas para la adición pueden también 
ser vilizados para demorar conclusions deducida de premisas pariulares 
dadas 


1, Demostrar: 4>3 
0) (1+2)+1>(142) 


2. Demostrar: x3F+1 
Mol = 14241 
2 rt 
3. Demostrar: x> (14241 
(25 
(as kb e (+ (14D) 


4. Demostrar: 3>2 
(M) Mot 1>) 


an 
¿ro 


ma 
TATU 


a a 


e 


18 A e a il 


Era 
pS 


pr 


Peredo MI 


e 
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La asociatividad de la adición es tan familiar que es difícil apreciar 5u 

importancia o imaginar que pudiera ser de otra manera. Pero la sustracción es 

"un ejemplo de una operación binaria no asociaiva. Considéxese, por ejemplo, 
B32 


Esta expresión es ambigua, pues 


(8 —5)—2es 3—26 1, mientras que B—(5—2) 05 8365. 
Es decir, 
(05) 24852). 


Se puede utilizar el axioma de asociatividad para demostrar algunos 1eo 
remas que expresan certezas de Aritmética que son muy familiares, Lo inte 
tesant es ver exactamente cómo se deducen como consecuencia lógica de este 


úsxioma y de las cuatro definiciones dadas. 


TuorrMA 10. 4=2+2 


Demostración 
(0) 4=341 Del. de 4 

0) 42441 11, Def: de 3 

3) RAN AIRE 2/%, M9, U/2, Asoc. Ax 
(6) 421) 12,3 

(5) 4=242 14, Del. de 2 


Obsérvese que el axioma de la propiedad asociativa, abreviadamente «Asoc. 
Ax», cmra exactamente en el punto de la demostración en que se justifica 
la introducción de la línea (3). La línca (3) se obtiene del axioma especii 
cando a2» en vez de ax», «ln en vez de «y», y el» en vez de az» El uso 
repetido de la regla de inferencia 1 referente a las identidades indica de 
manera clara que se trata de una regla de inferencia general importante en 
este tipo de teoremas que estamos demostrando. 

Se ha dicho que cuando se usan axiomas, definiciones o teoremas pre- 
vos mo es necesario ecrbiros en la demostración, sino que basta con hacer 
referencia de ls mismos. Según esto la demostración del Teorema 10 podría 
empezarse en la línea (2), lo que se justficaría por la regla 1 aplicada a la 
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definición de + y a la definición de 3 como se indica a continuación. Ambas. 

demostraciones son correctas. 


are 1 Del. de 4, Del. de 3 

O) QrDAI=24041) 24%, M/y, 1/3, Asoc. As. 

6) 424141) 11,2 

(4) 4=242 13, Def. de 2 
Esexcicio 2 


A. Da un ejemplo, distin de la adición, de una operación aritmética que 
ses asociativa 


B. Dar un ejemplo, dístimo de la sustracción, de una operación aritmética 
binaria que no sex asociativa. 


€. Demostrar los siguientes teoremas. 


Trorems H. 3=342 
Teorema 12, I=(141)+1 
Troxema 13. 4=((141)41)41 
Tora 14. (IS RI) 
Trowewa 13. S=2+ (14D) 
Tronema 16. 245=34+4 
Tao 17. 543 (44D)42 


Obsérvese que se tienen abora dos tipos de reglas de deducción: (1) Las 
reglas proposicionales: CP, RAA, y las de las páginas 10 y 111, Éstas 
dependen de las propiedades de certeza funciona! de los términos de enlace; 
y (2) Las reglas que rigen la sustitución de términos: especificación universal 
y regla de identidades. Estas se aplican sólo en Lógica predicativa. En este 
capítulo se han utilizado estas reglas junto con el axioma de conmutatividad 
y el de asociatividad y las definiciones de 42», «3», «4» y «3» para desarro 
lar la teoría de Aritmética. Los teoremas cn este capítulo no utilizan las 
reglas proposicionales. Pero en los Problemas 2, 3 y 5 del Ejercicio 1 B, se 
han utilizado ambos tipos de reglas. Las reglas que rigen términos se han 
utilizado. para obtener fócmulas atómicas diferentes en forma idéntica, de 
manera que pueden aplicarse las regias proposicionales. Por ejemplo, en el 
Problema 3 es necesario demostrar que «x=1-+(1+(142)» es equivalente 
2=5. 
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En algunas deducciones, será conveniente al especificar, suctir varia 


bles por variables. Por ejemplo, la identidad 


(d+ mr ler (04) 


se puede deducir del axioma de asociatividad por especificación universal 
poniendo x/x, 2/9, y (3-+2M/5. La especificación de términos conteniendo. 
variables está permitida con una excepción. No se puede sustirur un término: 
«conteniendo una variable que entonces quede caprurada por un cusntficador 
que pertenezca a la fórmula. Por ejemplo, la especliación universal no, 
puede ser aplicada con propiedad a «(VeJ(VI Po)" poniendo «yo en vez 
de «xa para obtener «(Vy)(Zp)e, pues la y que sustiuía a la x queda cap- 
torada por el cuantificador «(V))». Esto puede eviatse introduciendo vari- 
bles completamente nuevas, tales como 1/%, 1/3, (3+10)/2 en cl axioma 


¿de la asociatividad, por ejemplo, Esto daría 
RAS) mu (o+ (3 410)). 


Ejercicio 3 


Dar demostraciones formales de los siguientes razonamientos. 


1. Demostrar: (142) +-3>5 
(1) Mar 1 


2 Demostrar: y=(3-+0) + 
(1) y=3+(24w) Vo (tm) +20424(0+) 


3, Demostrar: (14-2)+(244)>(24 142 
(1) 450 
1) NOA — xt1>0 


4. Demostrar: 494242 8 em 14((241)+1) 
(Mass > rey=te(14 (142) 
O) a=(24y) 41 24 (142) 
(9) lx+)=243 Y xt84y) 


5, Demostrar: a>y+2 Y a<y+d 
(0 WOMRZ+3 + > 14 DAZ Vo 15) 
(2) 09342 — a>QéNLI 
() as ie(Qe I+D) — a<y+3)+l 
(ee 


detec 
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A pesar de que el primer miembro del teorema aparece en el segundo miem- 
bro de la especificición no se obriene cl resultado deseado en el oo 
miembro. Para ver si es posible en una especificación obtener ambos miem. 
bros del teorema, repítase el proceso llevado a cabo con el primer miembro, 
poniendo el segundo miembro del teorema encima de cada miembro del axio- 
ma de asociatividad: 


2 A) SS) 
(y + (oz) O) 


El primero de ellos sugiere 3+(4+31/2. Esta es una especificación posible, 
Pero. sugiere también 2/x++y. Esta es imposible. El segundo de ellos, sín 
embargo, sugiere la especificación universal 2/x, 3/%, (4+3)/2. Esta es pre- 
cisamente la primera especificación sugerida en el primer caso y que dará 
el teorema en un solo paso. 


AAA (4+5)) 2/x, 9/9, (449)/5, 
Asoc. Ax 
Finalmente se observa que el primero y segundo miembro de una ide 
tidad pueden cambiarse entre sí, por una simple deducción, aplicando 
reglas Le. 


Ejeacicio 4 


Demostrar los siguientes teoremas de adición. 


Teorema 18. 5+(64(443))=(546)+(4+3) 
Trorema 19. 24(3+1)=34+(2+1) 
Trorena 20. ((245)+1)47=1+(24(547)) 
(Se requiere el uso repetido de los axiomas de asociatividad y conmuta- 
idad.) 


Algunas veces es útil empezar una demostración introduciendo una pre- 
misa adicional para utilizarla en una demostración condicional o en una de- 
mostración indirecta. Por ejemplo, 
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Tecarma 2/3=5/75 — 5/15=2/9 


Demostración 

Mo 23-575 P 
a 3/1.5=5/7,5 L 
10) 5/1.5=2/8 11,2 


(4) 2/3=3/15 —= 5/15=2/3 CPI, 


Esa es una certera de lógica, ya que la conclusión no depende de ninguna 
premisa. Se podría decir que es un teorema de Lógica, Las tautologías son 
también certezas de Lógica. Se pueden deducir como conclusiones indepen- 
dientes de premisas, como en el Ejercicio 9 del capítulo anterior. 


Exercicio $ 
A. Dar demostraciones de los siguientes teoremas de Lógica. 
(VANE) —= Fa 
Prov 


be Ga —= 6h 
Py. 
A 


L 
2 
na 
4 

13 


B. Dar demostraciones de los siguientes reoremas de la aritmética de la 
adición, o sea los axiomas, definiciones y reoremas previos. de la adición 
se pueden utilizar en las demostraciones. 


Tromena 21. (Va)(x+I>) — (12D) 443245 
TeoReMA 22. (341) +(244)=545 


A veces, en problemas complejos, es dificil reconocer la forma propo- 
sicional del razonamiento puesto que fórmulas atómicas que son equivalentes 
pueden parecer distintas. Al mismo tiempo es dificil indicar las fórmulas 
atómicas que se podría probar que son equivalentes si no se ha reconocido 
cuál es la forma del argumento proposicional. En estos casos puede ayudar 
a reconocer la parte proporcional del razonamiento, el aplicar los conce 


o 
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mientos de Aritmética para simplificar las fórmulas atómicas. Este mo es un 
puso lógico y mo se escribe como parte de la demostración. Por ejemplo, 


Demostrar: 1524 (241) 
(Da=1+D+4042) — 19342 
Or) — > (24 1)42 
O) a= 14641) Y 1>5+1 


Las fórmulas atómicas que se presentan son dissimas, Sumando los términos 
complejos se tendría: 


Demostrar: x>5 
(an? —= 195 
(as 123 
(8) x=7 v 156 


En esta forma es mucho más fácil reconocer que en la deducción se aplicarán 
DS y DP. Pero es necesario utilizarlas reglas que se refieren a los términos 
para demostrar (para el 7) que (1+2)+(24+2)=1-+(3+1) y (pura el 6) que 
(+1+2=3+L y (para el 3) que (0+2)=(2+1) +2, y (2+1)42= 
-+(24-1), Entos son cuatro teoremas que se han de demostrar para hacer 
la deducción proposicional. Antes de poder utilizar DS, se ha de 
«iemostrar todas las identidades anteriores. 
“A continuación se da una demostración formal del razonamiento: 


WM a=l+D4Q42) —= 19342 » 

Br) — 024 1)+2 » 

0) a=14(5+1) Y 1>5+l P 

(0) MAA (1+42)+(242) L 

ADA 124 14,T 10 

(0) DA 211 +4 13, Def. de 2 

O) (eE) +14 ((1+1)+4) Ma, 14U/y, 4/2, 
Asoc. Ax 

(6) 14) 4242) = 1+((141)+4) 16,7 

(0) (I+D +I=4+(1e1) 141/%, 4/9, 
Comm. Ax. 

110) 12H 1)) 13,9 

A) 4/%, Uy, Ma, 


Asoc. Ax. 
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0) 14D40+D 14 (4+1)+1) 110,11 
(13) 14242 =1+(5+1) 1 12, Det, de 3 
(19) (1+1)+2=2+(341) (3+1)/x, 2/), 
Comm. Ax. 
O) Ya, y 1/3, 
Asoc. Ax 
(16) (54 1)+2=(2+3)+1 114, 15 
(17) 2+3=34+2 210 3 
Comm. As. 
18) (34D H2=(3+2)+1 116,17 
(19) (3+1)+2=5+1 118,741 
(20) 3+2=3+2 do 
QU) 3+2=(241)42 120, Def. de 3 
(2) (2+1)+2=24(2+1) (241)/x, 2/9, 
Comm, A. 
(23) a=(1+2)+(2+2) Y 1>(3+1)42 13,13, 19 
(24) 19342 Y 12124 1)+2 DS 23, 1,2 
(1) > (24142 Y (241942 124,21 
(26) > (24142 DP 25 
(27) 1>2+(241) 126,22 


Los cuatro teoremas muméricos se dedujeron en las líncas de la (4) a la 
(13), de la (14) a la (19), de la (20) u la (21), y en la (22). Puesto que los 
teoremas demostrados previamente pueden uilizarse en las demostraciones, 
se podrían haber deducido en cuatro demostraciones. por separado, Si-5e 
hubiera hecho así en la demostración de ese razonamiento, se hubietan re: 
querido sólo las líneas (1), (2) y (3) para establecer las premisas, y las líneas 
de la (23) a la (27) para aplicar los teoremas y Mevar a cabo la deducción 
proposicional. 

La estrategia es la siguiente. Primero, determinar cuáles de ls fórmplas 
Aitómicas som equivalentes para reconocer la forma proposicional de) ratona- 
miento y decidir qué Identidades son necesarias. Segundo, demostrar las 
idemidades requeridas —lneas de la (4) a la (223 Tercero, aplicar las 
idenwidades a las premisas para obtener fórmulas eo las que fórmulas atómicas. 
equivalentes aparezcan en forma idéntica —lncas (23), (25) y (27). Cuarto, 
llevar a cabo la deducción proposicional —líneas (24) y (26); 

Si las identidades requeridas se prueban por separado, la deducción sé 
cortará en partes. Cada una de las partes que afirma una identidad se deno: 
mina un lere, Como dicen algunas veces los matemáticos en broma, un lema 
es un «teorema pequeño». Más en serio, un lema es algo que se prucba prin- 
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cipalmente con objeto de ayudar a demostrar algo más adelante. Se hu de 
hacer notar que, desde un punto de vista lógico, un lema tiene exactamente. 
el mísmo valor que un teorema, 

Para demostrar, entonces que x>2+(2+1) a partir de las tres premi 
sas dadas, se demuestran primero tres lemas que no dependen de ninguna 
de las tres premisas, sino sólo de los axiomas y definiciones, El lema A es 
la inca (13) en la demostración que se acaba de dar, el lema B es la línea 
(19) y el lema C es la línea (21) 


Lema A (14D) (5+1) 


Demostración 

0) 14D A+ (14D+ (242) L 

Aer) 11, T 10 

A) 12, Del. de 2 

0) UR) IRA Ma, 141/9, 4/8, 
Asoc Ax. 

0 e (1) 13,4 

(6) (ARE) 149/1, Mo 
Comm. Ax. 

DAI) 15,6 

(8) (AI) 4/5 My, Ma 
Asoc. Ax 

0) 12) (2) + (+1) + 1 17,8 

00) (1+2)4(2+2)=1+(5+1) 19, Def. de 3 

Lena B. (341) +2=3+1 
emoción 

(1) 6+D+2=2+(341) (8+1)/x, 2/9, Comm. Ax. 

(Y) (Lea (341) 2/x, 3/9, 1/3, Asoc. Ax. 

(0) 04D) +2=(245)41 11,2 

(4) 243=342 2/x, 3/y, Conm. Ax. 

() 0+D+2=(84241 13,4 

(6) (341) 42=541 15,74 


Lama O, 3+2=(241)42 


Demostración 
(1) 3422342 eS 
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"No se establece la linea (22) como un lema aparte, porque su demos: 
tración es tan simple que puede incluirse en la deducción principal que se da 
» continuación: 


WIDE) + 19342 Pp 
MA BrDAZ — > (24 1)+2 P 
)a=le0+D) Y 19541 P 

1 


(6) (1424242) Y (341) 42 3, Lema A y B 

(5) 19342 V 224 1)+2 DS1,2.4 

(6) x> (24 1)42 Y 2>(241)42 15, Lema € 

0) > 24142 DP6 

(0) 0+1)42=2+(241) 241/58 
Comm. Ax, 

(9) 9241241) 17,8 


Obsérvese que, demostrando primero los rre lemas, la longitud de la 
demostración principal se ha reducido 4 su tercera parte. A partir de aquí 
se introducirán tales lemas siempre que ayuden a simplificar o acortar las 
demostraciones. 


Ejercicio 6 


Dar una demostración de cada uno de los razonamientos siguientes 
(indicación: Es conveniente demostrar lemas. por separado.) 


1. Demostrar: 45444 —= 1>24(142) 
(M)ezr0+3 = 155 
(o) 19543 

2 Demostrar ym4 
El) am (LA2AD)AA e 54 (845) 
(2) eS (144) Y y=242 
(9) A+) 43 y 24 ((94)45)1 


9 73 Axioma del cero 
Se introduce ahora el «axioma del cero=, que se abreviará «Cero Ax» 


(v)6=+0=0) 
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El axioma dice algo que ya se sabe. Si se suma cero a cualquier múmero x, el 
resultado es el mismo número x. 

Los teoremas que dependen de este axioma solo, no son muy intere: 
santes. Se da uno y se proponen algunos otros como ejercicios. 


Trorexa 23. (1+0)+0=1 


Demostración 

(1) (140) +0=(140)+0 L 

(2) 1+0= 1/x, Cero Ax. 
(3) 040) +0=140 14,2 

(0 040401 12,3 


Obsérvese que en la línea (1) se ha inwoducido una certeza lógica, como se 
ndic por la aL a la derecha. En este caso se tiene precisamente un ejemplo. 
del hecho de ser £=1 para todo término /. Obsérvese también que después 
de obtener ln línea (2) especificando «I» en vez de «x» en el axioma del 
cero se utiliza esta línea dos veces para obtener la conclusión deseada, 

"También se obtiene una variante de este teorema utilizando el axioma 
de asociatividad. 


Tuomema 24. 1+(0+0)=1 


Demostración 

(1) (140) +0=14+(040) 1/5, 0/7, 0/%, Asoc. Axe 
(2) 1+(0+0)=1+(0+0) L 

(3) 1+(0+0)=(140)+0 11,2 

(1) 14(0+0)=1 13,1.23 


Utilizando el axioma de conmutacividad, se puede demostrar: 


Teorema 25. 2=1+(0+1) 


Demostración 
Ma De de2 

(2) 1+0=0+1 1/x, 0/y, Comm. Ax. 
(3) 1+0=1 1/%, Cero Ax. 

(4) O+1=1 12,3 


(5) 


14041) 114 
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Los teoremas que se acaban de demostrar son verdades de Aritmética 
mu comió. Eso sho e ig que un dentados sn, 
Jes. Nuestro propósito es mostrar que innumerables hechos de 

pueden delle Kgianess de muy porzs aaa fumdimintale, Las dele 
iciones permiten simplemente representar en forma breve las cosas, Sin las 
definiciones de «Zn, «3», ad» y «3», el nómero 5 debera representerse por: 


UR UEDED), e (EFD) (AUD), 


y así sucesivamente. 


¡No todas las proposiciones de la aritmética familiar se pueden demostrar 
a partir de las definiciones y los tres axiomas incroducidos hasta ahora, Por 
ejemplo, no se puede demostrar que 1740. Y hay que añadir esta afirmación 

De la misma manera que no todas las verdades de Aritmética pueden 
ser probadas, tampoco pueden ser definidos todos los números o predicados 
Es necesario empezar co algún lugar con términos no definidos, como «ls 
y 0», así como con afirmaciones no demostradas como los axiomas, Esta es 
la forma de distínguir entre lo que es fundamental y lo que es deducido o 
definido. Todo el conjunto de términos no definidos, axiomas, definiciones y 
teoremas se denomina una £eorí. 


Eyencicio 7 
A. Demostrar los siguientes teoremas. 


Trouema 26, (240)+0=2 
Teorema 27. 34(040)=3 

TrorEmA 28. 4=24(0+2) 
Teorema 29. 5=2+(04(34+0)) 
Teoarma 30. 44(043)=((0+5)+0)+2 


B, Dar demostraciones formales delos siguentes razonamientos on la 1e0+ 
vía de la Aritmética hasta ahora desarrollada, lo que indica que se pueden 
utilizar los axiomas y definiciones introducidos y Jos teoremas demostrados 
asta aquí aí como las premisas de cada razonsmiento. 


L Demostrar: 150 
vio 
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2. Demostrar: 0=3 +4 
(1 OB) | (940) 44 
(2) 77 
(3) +24) =44 (04) V )=7 


3. Demostrar: +2=y+(442) 8% y=3 
(Darro) > PIAR) 
O) a+I=3+0+0+2) 8 y+0=(1+0)+2 


C. El axioma del cero se expresa algunas veces diciendo que el cero es el 
«elemento neusto por la derecha para la adición, pues sumando cero a un 
húmero dado se obtiene un número idéntico como suma, ¿Cuáles de ls s- 
puientes afirmaciones son ciertas? 


1. Cero es un elemento neutro para la multiplicación: 
(Va) 0=>) 
2, Cero es un elemento neutro por la derecha para la sustracción: 
(M)—0=0) 
3. El cero es un elemento neutro por la izquierda para la sustracción: 
(Vx)(0—x=x). 
4, Cero es un elemento neutro por la ixquierda para la división: 
(WO(0+x=) 
3. Uno es un elemento neutro pata la adición: 
Ma. 
6, Uno es un clemento neutro para la multiplicación: 
(WajirI=e) 
7. Uno es un elemento neutro por la derecha para la sustracción 
MUI). 
B, Uno es un elemento neutro por la derecha para la división: 
(Wilma) 
3. Uno es un elemento neutro por la laquierda para la división: 
Male 
7.4 Axioma de los números negativos 
En la última sección se introdujo el cero, Se introducen ahora los números 
negativos estableciendo el axioma fundamental para la operación —x de 
obtener el negativo de x. Su abreviara es «Neg. Asc» 


Mi (—)=0). 
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Ejemplos de números negativos son —1, — 
números siguiente 


3, exc. En la sucesión de 


0,1,2,3,4,5, 6, 


cada número es menor que el número representado a su derecha, Los números 
pegativos permiten que esta sucesión se prolongue indefinidamente en la otra 
dirección. 


q 


3,2, —1,0,1,2,3,4,5, 


Este es el conjumo de los múmeros enteros. Así, el conjunto de enteros incluye 
los enteros positivos, el cero y los enteros negativos. Cada número en la 
sucesión es menor que cada número representado a su derecha, Así 
—4<—3, —5<), —3<5, También para cada número existe otro nú 
mero que es tanto menor que cero cuanto el primero es mayor que cero, 
o viceversa. La operación de obtener el negativo de x, comiste en Ueterminar 
dicho número. Si x=3 entonces —x2= —3; y si x= —3 entonces —: 

En general 


WW)i=r=) — =y=x) 


La operación — x de obtener el negativo de 3, parte de un término y 
eneta un término distinto; es deci, «— xo es un término, El paréntesis que 
encierra «— xo en el axioma se puede omilir 4 menos que ses necesario 
indicar lu agrupación que se ha de entender. Las fórmula», en genera, son 
más fáciles de leer cuando se ha prescindido de los paréntesis innecesarios, 
por lo que se omicirán siempre que sea posible 

Fl teorema que sigue, a pesar de su expresión simple, es dificil de 
demostrar. En particular, su demostración depende de los cuatro axiomas que 
se han introducido en este capítulo. 


Tronas 3 14 (24) =2 


Demostración 
A) L 

Y) DAI 14 (241) 1/x, 2)y, 1/2, Asoc. Ax. 
0) Le(2+—D=(1+9+=1 11,2 

(4) 142=241 1/2, 2/y, Comm. Ax 


0) 2+—0=2+D+=1 13,4 
(6) Re I=2 + (141) 2/1, 1/9, 1/2, Asoc. Ax 
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(7) 14(04+—1)=2+(1+ 1) 15,6 
(5) 1+— : 1), Neg. Ax 
(0) 1+(2+—1)=240 17,8 
(10) 2+0=2 2/x, Cero Ax. 
(1) 1+(24+=1)=2 19,10 


Usando con más libertad la regla de inferencia referente a identidades es 
posible acortar la demostración y, lo que es más importante, presentar más 
clura su estructura esencial, En primer lugar se podría eliminar la línea (1) 
sl se pudieran intercambiar automáticamente los dos miembros de una iden» 
tidad, en este caso el axioma de asociatividad. Especificando simplemente 
1%, 2/y y — Mz en el axioma, se obriene la línea (2) 


d+) 


1+0+=1). 


Pero, en realidad se desen empezar por «1-+(2+— 1)» en el primer miem 
bro, pues éste es el primer miembro de la identidad que se desea demostrar. 
En lo sucesivo se utilizará la regla que permite intercambiar los dos miem 
bros de una identidad sin citar la regla. Entonces se pueden sustituir las 
tres primeras líneas de una vez por 


0 (2 — SL) 41 Mx, 2/9, —1/x, Asoc. Ax. 


De manera análoga e eliminará la regla 1 frecuentemente citada, sobreenten- 
liendo su uso y procediendo de la manera siguiente: 


(1) 14241) =(142)+ —1 Vx, 2/y, —1/2, Asoc. Ar. 
a) =(24+1)+-1 2/x, 1/y, Comm. Ax. 

(a) =2+(1+-1) Lx, Y/y, —1/2, Asoc. Ax. 
(6 =240 1/5, Neg. Ax. 

(5) -2 2/x, Cero Ax. 


Mientras el primer miembro de la identidad permanezca el mismo en cada 
línea, no se escribirá cada vez, La línea final linea (3), es entonces. 


141241): 


La demostración se ha reducido simplemente a una sucesión de identida: 
des, indicando en cada paso qué especificación se hizo al aplicar el axioma. 
Obsérvese que en las líneas (1), (3) y (5) se obruvo la identidad completa 
especificando en un axioma. En las líneas (2) y (3) sólo se ha considerado 
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una parte de la identidad. Así, para obrener la línea (2) se utiliza la espe 

ficación 2/x, 1/y en el axioma de conmutatividad, obteniéndose: 
24I=1+2, 

para después sustituir «241» por «132» en la línea (1). 


Este nuevo estilo de demostración puede ilustrarse también probando 
tro teorema análogo al anterior. 


Teorema 32, —24(142)=1 


Demostración 
24 142=2+(2+1) 1/5, 2/9, Comm. Ax. 

1e) (24041 2/4, 2/9, 1/3, Asoc. As. 
o "(24-241 —2/x, 2/9, Comm. Ax. 
“ =0+1 2/4, Neg. Ax 

10) =1+0 0/x, 1/9, Comm. As. 

16) - 1/5, Cero Ax 


En lo sucesivo se urilizará de la manera indicada la regla que rige idemida 
des y como en la demostración anterior se excluirán ls referencias. 


Ejercicio 8 
A. Demostrar los siguientes teoremas 


Tromesa Y. 24 (—I)=1 

+3=2 

,. —541=—4 [lndicación: La demostración contiene la 
adición del cero por el axioma del cero y luego la susiución del O 
vtilizando el axioma de los negarivos.] 


Teorema 36. 2+(14=2)=1 

Tromrma 37. —44(344)=3 

Teonrma 38. 3+(-5+-9)=-5 

Teorema 39. (2+(14+—1)) +-2=0 

Teorema 40. 14 —3=—((1423)+1) 

Teorema dl —2+5=142 

Teonema 42. —(2+(042))+(245)=(140)+(4+(2+—4) 
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B. Dar demostraciones de los siguientes razonamientos con la teoría de la 
Aritmética hasta ahora desarrollada: 


L Demostrar: (740) +(2+—7)=(441)+(2+(0+2)) 
2, Demostrar: (1+0)+(14+9)=(59) +(24)) 
(May? o HBO =04(y49) 


(2) =9+4-2 
3. Demostrar: 17445 — a=34-1 
(1) (da) 4 —6=—3+(-245) 


Mi=04) > 541) (441) 
(9) (+=) +=6=0 —= 4-3 £ xe141) 


C.. El elemento neutro para la adición es cl O, pues cero sumado a cual- 
quier número da el mismo número, El axioma del cero expresa, pues, que el 
cero es el elemento neutro de la adición. 


1. ¿Cuál es el elemento neutro de la multiplicación? 

2, Escribir el axioma correspondiente. 
El número —x se denomins el inverso de x respecto a la adición, 
pues causa exactamente el efecto opuesto al de sumar x, o dicho de 
¿rra forma, se llama inverso de x porque —x sumado a x de el elo- 
mento idéntico de la suma; cs decir: x+(—2)=0, 

3, ¿Cuál es el inverso de x respecto 4 la multiplicación? 

4, Escribir el axioma correspondiente. 


D. Escribir los números siguientes en sucesión creciente empezando por cl 
menor, 
23, 


0,4 —7,—9, 6, —15,—d. 


E. Para cada uno de los números siguientes dar el inverso respecto a la 
adición. 


$3 6-3 
22 7-9 
34 20 
4-6 o 
58 10.1 


E. Paca cada uno de los múmeros de E der el inverso respecto a la mul 
pleación. 
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Examen de repaso 


1. Establecer los siguientes axiomas en forma simbolizado. 


a, El axioma de conmutatividad para la adición. 
b, El axioma de asociatividad para la adición, 
e, El axioma del cero. 

d. El axioma de los números negativos. 


M. Poner una «Co para las afirmaciones ciertas y una «Fo para las airma- 


ciones falsas. 
a. (Vo) (—0=x) 
b. (Va)ic0=5) 
e Val0=r= 0) 
de (MAI 
e (vdlrl=0 
L (MI) 


XML... Demostrar los siguientes teoremas wilizando los axiomas y definiciones 
introducidas en este capítulo: 


a. Demostrar: 
b, Demostrar: 
e. Demostrar: 
de Demostrar: 
€. Demostrar: 


3=24(0+1) 
(2+0)+0=1+1 
—24(0+2)=0 
5=24(142) 
24242) =2 


IV. Dar una demostración formal de los razonamientos siguientes con la 
teoría de la Aritmética desarrollada hasta este momento. 


Demostrari=y=4 — 1-2) 


1) -0=2- 


o) 


(2) em (143) — y=-4+(340) 
O) y +3 4543) —= y 2341 


CAPITULO 8 
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CAPITULO 8 
e 81 Teoremas con variables 


Se ha podido observar que la demostración del Teorema 36 en el ejercicio 
de la última sección (7.4) parecía casi análoga a la demostración del Teore: 
ma 31, En efecto, lu única diferencia estaba ch que «1» sustitua «2» y «Zo 
susttula «Lo. En vez de demostrar los teoremas por separado para cada 
numero se pueden escribir para números arbi 19, 079 y «eo, En e 
aso se hace la especificación con las variables «x», «y» y «en en vez de 
especilicar introduciendo los símbolos muméricos «1», «2», ctc. Por o1ra 
parte, la estrctura de la demostración permanece inalterada. 

Por ejemplo, si se formula el Teorema 31 del capítulo anterior con «xo 
e am, seee: 


Ha, 


y la demusttación es precisamente la segunda dada para el Teorema 31 sus 
tituyendo ol «l» por «xr y el «Ze por «y». 


Miel) ea x/1,9/9, 3/2, Asoc. Ax. 
a ltd 4/%3/y. Comm. Ax, 

10) =y+ (+0) yl ly —x/3, Asoc. As, 
m =3+0 1/x, Neg. Ax. 


10) -, /%, Cero Ax. 


Pero tal como se presentan, estos teoremas no son particularmente útiles. 
para nosotros. Lo que deseamos es usar teoremas expresados por medio de 
variables en las demostraciones de otros teoremas generales, y para ello se 
necesita poder especificar nuevas variables para las antiguas, Por ejemplo, 


zo 
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en la forma nueva del Teorema 31 que se acaba de das, 3e puede necesitar 
el cio especial en el que y=x, de manera que especificando x/X y también 
ly se obtenga: 


xl —x)=x. 


Para hacer esto precisaría tener el teorema expresado por medio de los 
cuamtificadores universales pars permitir el uso de la especificación: 


ONO +) 


De esto, los Teoremas 31 y 36 se podrían obrener por especificaciones uni- 
verales: 


(Tzonema 31) 1+(24=1)=2  1/x,2/y 
CInonema 32) 2(1+=D=l 2/1) 


Además, mediante distintas especificaciones, se puede obtener un gran núme: 
ro de teoremas adicionales. 

La regla que permite añadir cuantficadores universales se denomina 
«Generaliación wniversalo y su abreviatura es «UG», Su jutiiación lógica 
es directas todo lo que se pueda afirmar, o establecer por medio de pre- 
misas, para cualquier objeto arbítraio se ha de verificar para cada objeto. 

La rela de Generalización universal es 


De la fórmula. S se infiere (Vo)(S). 


Hay alguoas condiciones bajo las cuales esta regla mo es aplicable, (Vénse la 
mota al pie de la página 274.) Sin embargo, en los problemas de este libro 
stas condiciones no se presentan cuando se ha de aplicar UG. 

Se podría aplicarla regla la demostración dada en la página 270 aña- 
diendo como línca (6). 


(6) VAMLHL+=0)=) — UG5 


La generalización universal se puede aplicar también para resolver el 
problema de inferencia mencionado al empezar el Capítulo 3. AJÍ se esta: 
blecia que el razonamiento siguiente parecía intuitivamente bueno, pero que. 
la conclusión no podía deducirse con ls reglas hasta emunces conocidas. 


Todos: los pájaros son animales. 
Todos los ruiseñores son pájaros. 
Por tanto, todos los ruiseñores son animals. 
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Simbolizando las premisas como entonces, el razonamiento es sencillo; 


(1) (Mo — 4) P 
(2) (VR — En) 13 
(3) Rx — Br s/:2 
(4) Bix — Ax alt 
(5) Re — dx HS 3,4 
(6) (VAR — A) LGS 


La línea (6) es, evidentemente, la traducción simbólica de la conclusión «To- 
dos los rulseñores son animales». 
Como segundo ejemplo se considera el siguiente razonamiento: 


Ningún pez es mamifero, 
Todos los perros son mamiferos. 
Por tamo, ningún pez es perro. 


Se define: Ex += x cs un pe 
Mx es es un mamlero 
y Dr ea xs un perto. 


Demos: (Va)(Fx — Dx) 


(0 (Vd + M6), P 
(2) (WD) MN P 

(0 Pe Ms ale) 
(4) De —= Mx 1/52 
10) Er » 

(6) Ma PP3,5 
m bx 14,6 
(0) Pr — Dx cP57 
(0) (VO(ñe — Do vos 


Obsérvese que-se ha escrito la segunda premise en la línea (2) utilizando la 
variable ayo. En el ejemplo de Jos ruiseñores, la segunda premisa. se sim- 
bolisó urlizando «xo. Se han puesto de manifiesto las dos alternativas para 
indicar que ambas son lógicamente correctas. 


EN 


Por tanto, tocas las ambulancias son vehículos. 
6. Ningún mamífero es pájaro. 
Todas las golondrinas son pájaros. 
Por tanto, ninguna golondrina es mamífero. 
7. Ningún gato es canino, 
Todos los perros son caninos. 
Por tanto, ningún gato es perro. 
8. Todas las roses son plantas. 
"Todas las plantas son seres vivientes. 
Por tanto, todas las ross son seres vivientes. 
3. Todos los tambores son instrumentos de percusión. 
Todos los tamborles son tambores. 
Por tanto, todos los tamboriles son instrumentos de percusión. 
10, Todos los sonetos son poesías. 
Ningún documento legal es una poesía. 
Por tanco, ningún documento legal es un soneto. 
INNOVA) E yor — 122) 
mt 1 
Por tanto, (Va)(:43>) 
B.. Escribir, uriliando variables, los Teoremas 5, 10, 13, y del 31 al 42 del 
Capítulo 7, sustituyendo números diferentes por variables diferentes, Después 
añadir al principio los cuanificadores universales apropiados. ¿Cuáles de 


So 
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ls proposiciones resultantes son ciertas en Ariimética? Para las que sean. 
ciertas dar las demostraciones. 


C. Dar demostraciones formales completas de los Problemas 1, 3, 7, 9, 
11, 14, 13 y 20 del Ejercicio 1 del Capítulo 3. 

9 82 Teoremas con cuantificadores universales 

Disponiendo ahora de la generalización unsversal es posible demostrar ale 
gano teoremas fundamentales de naturaleza general. Para facilitar el recuerdo. 


se escriben de nuevo los cuatro axiomas introducidos en el Capítulo 7. 


Axioma de Conmutatividad — (WWy)(+y=3+2) 


Axioma de Asociatividad —— (VWIWI+H) 424040) 
Axioma del Cero. (W(+0=) 
Axioma de los números 


pacha Wrl—=)=0) 


Puesto que los teoremas que se demostrarán en esta sección no dependen 
de los demostrados en el Capítulo 7, se numerarán partiendo otra vez del 1. 
El primer teorema afirma lo que se conoce por regía de simplificación por 
ln izquierda de la adición. La expresión del teorema sigue a su demon 


Teorema 1. (VENW)V) pm: — yua) 


Demostración 
0) royerre po 
a) J=y+0 v/x, Cero Ax, 
(3) =04y yx, 0/1, Comm. Ax, 
(9) UR (o)AY /x, Neg. Ax. 


10) (+0) 4y a/x, 1/9, Comm. Ax: 


vida, UG ve puede aplicar. Afortunadamente, lo premilas que contienen viables 
A 
conventene aplicar UG, Exts incheyen demonaciones muborainadas donde Ines 
Euemit e Penn 4 menda, pero 6 ls que mmineme 0 s vano, 
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(6) — 1432/91 9/3, Asoc. 
m =—a+ lts) Línea (1) 

(6) 4) —a/% 1/y, 2/2, Asoc. Ax. 
(0) (++ 1/3, /) Comm. Ax. 
(10) 04: 4/%, Neg. Ax 

an =:+0 07%, 2/y, Comm. Ax. 
(12 - 2/%, Cero Ax. 

(19) afy=rdte + ye cr, 1S 


(14) MON) =rtz — y=3) UG 13 


Para entender exactamente qué es lo que implica este teorema se considera 
primero un ejemplo del mismo: 


Shy=S HA | y ln a TL 
El runonamiento correspondiente a esta condicional ey 


Premisa: 34y=344 
Conclusión: — y=4 


La conclusión resulta de las premisas al simplifica los dos «3» colocados la 
guido del sgno de sumar. Para obtener la condicional «x+y=x4x => 
yt», se utiliza una demostración condicional. Ésta requiere la premisa 
agregada ex+y=x 4x0. Obsérvese que la premisa adicional de la línea (1) 
podría haberse introducido más tarde, pero era más conveniente ponerla 
al principio y no introducira dentro de una cadena de identidades, Obsérvese 
“también que la línea (1) se ha utilizado sólo en un paso, en la línea (7) 
Demostrar una ley de simplificación equivale a encontrar un argumento 
lógico para reducir la longitud de expresiones: se trata de pasar de 
ex ky=x4o a ay=z0. Dos axiomas permiten tal redoccón, el axioma del 
cero y el nxioma de los números negarivos. La esraegia de la demostración 
es aplicar primero el axioma de los números negativos para susticulr ax» 
por «0» y después quitar el 0 de «0+2». Evidentemente, que los ocros dos 
axiomas se usan repetidamente al lleva a cabo esta estrategia. ; 

La ley de simplificación puede wlizarse para demostrar el hecho fami 
lar que el negativo del nepativo de un número es el mismo número. 
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Teorema 2 (Va—()=0) 


Demostración 
(Dai =0 x/%, Neg. Ax. 
(0) =xrx=0 x/1, —x/9,Comm. 


(3) +—(-0)=0 
(0) +=) =— te 
05) += te — (maja 


(6) —(=)=x 
DMI 


AA continvación se da la demostración del Teorema 3. Obsérvese que el tér- 
mino de enlace principal es una equivalencia, En esta situación es necesacio 
cortar la demostración en dos partes, demostrando primero una implicación 
y después la otra, cada una por demostración condicional. 


Teorema 3. (VW) 0). 


Demostración 

m x=, P 

O) remam0 2/x, Neg Ax 
0) ty 11,2 

(4) emy — x4y=0 cP1,3 

6) rty=0 P 

(6) vime=0 x/%, Neg Ax 
e 15,6 

(0) ear y al 9/9 als, To 
(9) x=, PP7,8 
(10) x+y=0 — emy cP3,9 
(11) —=x=y + xty=0 1B4, 10 
A) LG ll 


El Teorema 3 dice que —x es el único mimero que puede sumarse 1 x para 
obtener la suma O. 

Al llegar aquí se define la operación binaria de sustracción x partir 
de la aición yde la operación negativa. Tal como se indicó en el Capítulo 7, 
desde un punto de vists lógico una definición de esta naturaleza actúa como 
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una premiss adicional. Tiene el mismo valor que un axioma y se puede tomar 
y utilizar en todas las demostraciones como una premisa. 


Dermación 1. (VW)=I==+()) 

Se demuestra en primer lugar que restar el negativo de un número es lo 
mismo que sumar el mismo número, La demostración depende esencialmente 
del. Teorema 2 y de la definición 1. 


Teorema 4. (VAN) 14) 


Demostración 

Mayer) 41%, —/y Det. 
(2) mty y/s,T,2 

5) MJ =x+p) UG 2 


Se desen demostrar después que x—O=, pero es conveniente demos- 
trar artes que el negativo de O es 0. Esta demostración utiliza esencialmente 
el Teorema 3. 


Trorema 5. —0=0 


Demostración 
(1) =0=0 « 0+0=0 0/x, 0/y, T. 3 
(2) 0+0=0 0/x, Cero Ax. 
(3) 0+0=0 —= —0=0 181 

(4) —0=0 PP2,3 


La demostración de que x—O= se deja como ejercicio, que es fácil pue 
diendo aplicar el Teorema 5. Otros teoremas se dan como ejercicios. 


Erercicao 2 


A. Demostrar los teoremas siguientes 


Trosena 6. (YI(—0=5) 
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Teorema 7. 
Teorema 8. 
Teorema 9. 
Teorexa 10. 
Teorema 11 
Teorema 12, 
Teorema 13. 
Teorema 14. 
Teowrma 13. 
Trorema 16. 
ThoreNA 17. 


(MN0—=s=—a) 
IA a) 
MW 1) 
MIMI) m0) 
WMA 0 ++ 0 

WINN d+) =—x+ y) 
INV Vo l(=—y) + (610) = (+) —G+u), 
VA C— —e)(+a)=0 +0) 
MM e 
WO e 
WOMAN. + 


24 
O) 


B, Dar demostraciones formales de los razonamientos siguientes con la teo- 
mía de Aritmética de este capítulo y las definiciones de los enteros, si es 


necesarios 


1. Demostrar: 3<—2 
(1) VOr<x+ 1) 
2, Demostrar: x+x=0 


0) x=0 


3. Demostrat: x= 4 


(1) x45=1 


4. Demostrar: (Vx)(x<0 +» 0<=x) 
(AIM): + leerte) 
5. Demostrar: (Va)ale<e) 
(1 MIME — <a) 
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